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Vorwort 


Die Arbeit, welche ich hier dem mathematischen Publi- 
kum vorlege, ist aus dem Wunsche entsprungen, zur allge- 
meineren Verbreitung der Kenntniss der von der „neueren 
Algebra“ benutzten Methoden beizutragen; über die Art 
und Weise, in der sie dieser Absicht zu dienen sucht, mögen 
hier einige Worte gesagt werden. 

Sie ist durch das Verhältniss der unter dem Namen 
„neuere Algebra“ zusammen zu fassenden Lehren zu dem 
Inhalte der besseren Lehrbücher der Algebra und durch das 
Streben nach geometrischer Anschaulichkeit hauptsächlich be- 
stimmt worden; sie schliesst sich an jenen Inhalt durch ihre 
Beschränkimg auf binäre Formen und durch die Wahl ihres 
Ausgangspunktes von den symmetrischen Functionen so eng 
wie möglich an, und sie sucht diese zu erreichen durch die 
ausführliche Anwendung auf die Theorie der geometrischen 
Elementargebilde und die aus ihr entspringenden Grund- 
lagen der Metrik. Ich hoffe, dass sie dadurch auch neben 
den zahlreichen der neueren Geometrie speciell gewidmeten 
Schriften die Beachtung der Freunde dieser Letzteren ver- 
diene. 

Die deutsche Ausgabe der „Lessons introductory to the 
modern higher Algebra by the Rev. George Salmon“ soll 
dieser Schrift rasch nachfolgen; die ausführlichere Dar- 
legung der betreffenden Theorien für binäre Formen von 
dem einen Ausgangspunkte der symmetrischen Functionen 
erscheint geeignet, auf jene vorzubereiten, welche den ter- 
nären und quaternären Formen die vorzüglichste Aufmerk- 
samkeit zuwenden und deshalb von weitem Grundlagen 
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»usgehen muss. Einige Wiederholungen, die daraus ent- 
springen, wird man hofiFentlich entschuldigen. Für die 
Hauptsätze der Determinantentheorie, deren Kenntniss diese 
Untersuchungen voraussetzen, durfte ich auf die einschlagen- 
den speciellen »Schriften, insbesondere auf Dr. Bai tz er ’s 
vortreflFliches Buch, um so mehr verweisen, als die „Lessons“ 
mit einer gedrängten Darstellung dieser Theorie beginnen 
und eine Wiederholung derselben ganz unnöthig erschien; 
dem Leser des Werkes: „Analytische Geometrie der Kegel- 
schnitte“ wird vielleicht der dort gegebene Abriss dieser 
Theorie genügende Vorbereitung sein. 

Ich hoflfe, man wird die Beschränkung auf die Formen 
der ersten vier Grade, welche ich mir in den Beispielen zu- 
meist auferlegt habe, und die Weglassimg der mehr der 
Zahlenlehre angehörigen Theorie der unabhängigen Invarian- 
ten und Covarianten , sowie der Theorie der canonischen 
Formen in dieser Einführung billigen können. 

Von der Benutzung neuerer Originalarbeitcn habe ich 
überall treue Rechenschaft gegeben; wenn meine Arbeit 
etwas dazu beiträgt, einige ihrer wichtigsten Ergebnisse 
bekannter und dadurch wirksamer zu machen, so ist die 
darauf gewendete Mühe belohnt. Es sei mir erlaubt, 
unter ihnen besonders der ,,Memoirs upon Quantics“ von 
A. Cayley dankbar zu erwähnen, welche des verehrten 
Verfassers Güte mir früh zugänglich machte und aus deren 
Kenntniss der Plan zu dieser Schrift erwuchs. 

Chemnitz, im October 1862. 


Dr. Wilhelm Fiedler. 
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Einleitung. 


Wer jetzt die Oosehichte der Geometrie vom Anfang 
des Jahrhunderts bis zur Gegenwart darzustellen unternähme, 
hätte ein Bild voll Reiclithum und Manniehfaltigkeit zu zeich- 
nen; das Bild einer vielseitigen nach scheinbar ganz ver- 
schiedenen Richtungen auseinandergehenden Entwickehing, 
in dem sich zuletzt in der Zusammenfassung attbr neuge- 
wonnenen Ergebnisse unter einheitlicben Gesichtspunkten 
und unter einer Idee der Abschluss oder der Anbruch 
einer Flpoche in der Geschichte der Wissenschaft anktindigt. 

Man kann sich die Schnelligkeit und den bedeutsamen 
Character dieser Entwickelung Uben-aschend vergegenwärti- 
gen , wenn man die Darstellung vergleicht , die ein Kenner 
und Mitforscher wie Chasles, — in dessen eigenen Ar- 
beiten so höchst wesentliche Beiträge zu der Entwickelung ge- 
geben waren, die es zu schildern galt, — von der Geschichte 
der Geometrie in der letzten Epoche gegeben bat. Wenn 
man mit dem reichen Inhalt des „Apercu historique etc. 
(Bnixellcs, 1837)“ selbst alles Das ergänzend verbindet, 
was bis zu jener Zeit besonders die deutsche Wissenschaft 
Bedeutendes geleistet, welches aus bekannten Ursachen der 
verdienstvolle französische Gelehrte zu verzeichnen unter- 
lassen hat, so kann man doch bei einer Vergleichung des 
gegenwärtigen wissenschaftlichen Standpunktes tief einschnei- 
dendq Veränderungen nicht verkennen ; ja vielleicht erblickt 
man einen veränderten Character des Gcsammtbildcs. 

Fiedler, neuere Cleomclrie u. Algelira. 1 
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Gewiss, dass dann dem Blicke des Betrachtenden die 
grossen Schöpfungen der neueren Geometrie und der 
Algebra der linearen Transformationen, die auch 
die neuere Algebra genannt werden durfte, in ihrem 
scheinbaren Gegensätze als hauptsächlich charactcrisierende 
Züge in dem Bilde der Entwickelung erscheinen und dass 
er sie in ihrer nun sich vollziehenden Vereinigung als einen 
der wichtigsten Bestandtheile des Gesammtergebnisses der- 
selben erkennen wird. 

Es kann nicht meine Absicht sein, an dieser Stelle den 
.Gang der bezcichneten Entwickelung genau zu verfolgen; 
man weiss zur Genüge, wie in vollkommener Unabhängig- 
keit von einander die Meister Chasles und Steiner den 
Grund zu einer neuen geometrischen Wissenschaft legten 
und ihren Ausbau rasch vollendeten, die man dann als 
„neuere Geometrie“, ,,G6om(5trie supdrieure" oder als 
,, Geometrie der Lage“ bezeichnet hat. Wenn sie als eine 
Zusammenfassung aller der in der Ictztvorhergehenden Zeit 
als bedeutsam hervorgetretenen Methoden erschien, so ward 
sie von ihren grossen Vertretern nicht nur zum vollständi- 
gen System der Geometrie ausgebildet, sondern es ward 
auch durch sie das Gebiet unserer geometrischen Kenntniss 
überhaupt bedeutend erweitert. Die neue Forschmigsweise 
trat nicht nur völlig selbständig neben die ältere analj'tisch- 
geometrische Ikfethode, sondern sie gewann ihr den Preis 
ab und schien sie in Schatten stellen zu sollen. 

Fortan würde es, so mochte man glauben, nicht nur 
zwei verschiedene Wege zu geometrischen Entdeckungen 
geben, die analytisch-geometrische Methode des Cartesius 
und die Methode der neueren Geometrie, sondern es würde 
vielmehr diese Letztere die Entdeckungs-Methode par ex- 
cellence heissen müssen. Von ihren grossen Schöpfern selbst 
ward Werth darauf gelegt, die neuere Geometrie frei von 
jeder Beziehung zur analytisch-geometrischen Methode zu 
begründen; sie knüpften sie, wie Chasles, an die Geometrie 
der Alten, an Sätze des Apollonius mid Pappus, oder 
wie Steiner und v. Staudt an neue rein geometrische Be- 
trachtungen; sie leiteten endlich aus den Grund Vorstellungen 
ihrer Geometrie Coordinatensysteme ab vuid schienen die 
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analytische Qeonietrie als Theil derselben umfassen zu 
wollen. 

Andererseits aber war noch vor dem Erscheinen der 
bezüglichen Hauptwerke aus der erweiterten analytischen 
Geometrie des barycentrisehen Coordinatensysteras in Mö- 
bius 's sinnreichem Geiste die Theorie dos Doppelschnitt- 
verhältnisses nnd der projectivischen Relationen ebenso ein- 
fach als vollständig hervorgetreten; schon hatte PI Ucker 
durch Feststellung allgemeinerer Gesichtspunkte die leichtere 
Handhabung und den schnelleren Fortschritt analytisch- 
geometrischer Entwickelungen ermöglicht; die Principien der 
Dualität und Reciprocität waren durch beide Forscher in 
ihrer vollen Allgemeinheit und wahren Bedeutung dargestollt 
worden. 

Aber noch fehlte es der analytischen Methode an einem 
allgemeinen Princip zur Entdeoknng geometri- 
scher Wahrheiten, und es blieb, angesichts aller der 
Fortschritte, die die Geometrie durch die Analysis seit Ca r- 
tesius gemacht, doch nicht unausgesprochen, dass die 
Synthesis ihr unentbehrlicher Wegweiser und dass es mehr 
nur ihre Aufgabe sei, synthetisch gefundene Resultate ihrer- 
seits zu beweisen und zu verallgemeinern, um dabei zugleich 
sich selbst zu vervollkommnen. 

Indess ein solches Princip ward gefunden; gefunden im 
Verlaufe eines Entwickelungsgauges von zunächst rein alge- 
braischen Speculationen, welche, obwohl bis auf Leibnitz 
zuruckgehend , doch erst dann direct auf die Probleme der 
Geometrie anwendbar erschienen, als die Befreiung von der 
Enge des Cartcsischen Coordinatensystems vollzogen und 
durch die Möbius-Plücker’schcn Verhältniss-Coordinaten 
die Horaogeneität der analytisch-geometrischen Gleichungen 
hergestellt war. Leibnitz hatte der Nachwelt nicht nur 
die Entdeckung der Difiercntial-Rcchmmg, deren Ruhm man 
ihm so lange zu entreissen gesucht hat, sondern auch die 
Entdeckung der Determinanten hintcriassen, welche sech- 
zig Jahre später durch Gramer wiedergefunden und erst durch 
die Arbeiten von Cauchy, Gauss und Jacobi ihrem 
Wertlie nach umfassender gewürdigt worden ist. Sie führte 
auch zuletzt zu jenem Princip der analytischen Entdeckung 
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geometrischer Wahrlieiten, welches der grosse Mann in seiner 
Conception von einer „Characteristica situs" bereits geahnt 
haben kann. Die Entwickelung desselben knüpft sich sodann 
vor Allem an Gauss's berühmtes Werk; „Disquisitiones 
arithmeticae“. 

Diess Princip hat die ganze Einfachheit eines bcdenten- 
den wahrhaft weiter führenden Gedankens. Wenn eine 
Gleichung zwischen zwei, drei oder vier veränderlichen 
Grössen eine geometrische Form repräsentiert, so hat die 
analytische Geometrie die Aufgabe, aus dieser ihrer Gleichung 
die characteristischen Eigenschaften der Raumform an sich 
selbst, aus ihrer Beziehung zu anderen Gleichungen, welche 
andre Raumformen repräsentieren, ihren Zusammenhang mit 
diesen vollständig zu entwickeln. Alle diese Eigenschaften, 
sofern sie nicht den Zusammenhang der Form mit den festen 
Elementen des Coordinatensystems selbst zum Gegenstand 
haben, müssen von der Lage dieser festen Elemente des 
Coordinatensystems, auf welches die Gleichung bezogen ist, 
gegen die dargestellte Form unabliängig sein, ihre analyti- 
schen Repräsentanten können somit dnreh die algebraischen 
Transfonnationen, welche einer Veränderung des Coordina- 
tensystems entsprechen, nicht verändert werden. Und eine 
Methode, welche solche analytische Ausdrücke 
(Invarianten und Covarianten) finden lehrt, die, 
von der Gleichung der betrachteten Foriii allein 
oder von ihr und von den Gleichungen anderer 
mit ihr in Beziehung gesetzter Formen abhängig, 
durch diejenigen linearen Transformationen der 
Veränderlichen, welche einer Coordinaten-Trans- 
formation entsprechen, nicht geändert werden, 
ist das allgemeine Princip zur -Entdeckung geo- 
metrischer Wahrheiten auf rein analytischem 
Wege. DieUnveränderlichkeit solcher Functionen 
gegenüber der allgemeinen linearen Transforma- 
tion, welche der Perspective entspricht, begrün- 
det nach demselben Princip die Entdeckung 
allgemeinerer Eigenschaften , welche ganzen Fa- 
milien von Formen gemeinschaftlich angehören. 
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Die Algebra der linearen Transformationen 
ist die Entwickelung dieses Princips; seine An- 
wendung auf die Geometrie und der vollständige Ausbau 
der analytisch - geometrischen Fonnenlehre, welcher durch 
dasselbe gefordert ist, sind im Werke, sie beschäftigen neben 
den rein algebraischen und den zahlentheorctischen Conse- 
quenzen derselben Lehre die namhaftesten Geometer der 
Gegenwart, und es ist der nächsten Zukunft damit die Auf- 
gabe gestellt, die errungenen Erfolge für die Förderung des 
mathematischen Unterrichts pädagogisch zu verwerthen. 
Nicht blos auf dem algebraischen und geometrischen Gebiete, 
sondern auch in den Theorien der Statik und Mechanik und 
der mathematischen Physik ist die neue Lehre berufen und 
geeignet, die Concentration der Ergebnisse und die Verein- 
fachung ihres Ausdrucks zu bewirken, sowie die mnemo- 
technischen Qualitäten desselben beizubringen, welche bei 
dem stets wachsenden Umfang des mathematischen Wissens 
pädagogisch so nothwendig sind. 

Innerhalb dieser allgemeinen Aufgabe lässt sich die 
speciclle, welche der gegenwärtigen Schrift gestellt ist, wie 
folgt bezeichnen. Es ist unbestreitbar, dass die Grundlagen 
der neueren Geometrie, namentlich in der rein synthetischen 
Gestalt, welche ihnen Steiner und v. Staudt gegeben 
haben, in hohem Maasse das Gepräge von Anschauungen 
tragen, welche aus der eigensten Natur der Sache geschöpft 
sind. Man muss erwarten, dass sich diese in ihrer analy- 
tischen Entwickelung durch die Leichtigkeit und Voll- 
ständigkeit offenbare, mit welcher sie sich aus den Grund- 
begriffen dieser letzteren ergeben. Dicss nachzuweisen, ist 
die Aufgabe der folgenden Untersuchimgen. 

Die Gliederung derselben entspringt aus der Natur die- 
ser Aufgabe. In möglichster Kürze w'erden zuerst die ana- 
lytisch-geometrische Grundlage und die hauptsächlichsten 
Theorien der neueren Geometrie in ihrer analytischen Fonn 
mit dem a posteriori geführten Nachweis der Invarianten- 
und Covarianten-Natur der wichtigsten in denselben auftreten- 
den Functionen gegeben. Die dabei statthafte Beschränkung 
auf die Formen des zweiten Grades lässt diess Verfahren 
zu, auch abgesehen von der a prioristischen Begründung, 
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die ihm auf dem Fusse folgt. Sie umfasst die Entwickelung 
aller einschlagenden analytischen Formen aus der Natur 
der Functionen selbst, die Grundlagen der Invariantentheo: 
rie angeknüpft an die Lehre von den symmetrischen 
Functionen der Wurzeln und Coefficienten der Gleichungen. 
Mit der geometrischen Interpretation der bei den linearen 
Formen des dritten und vierten Grades erhaltenen Ergeb- 
nisse und analytischen Betrachtungen über die Geometrie 
des Maasses schlicsst sich sodann der Gedankengang ab. 


Digilized by Google 



I. Kapitel. 


Die analytischen Ausdrucksformen der projectivi- 
schen Elcmentargebilde. 


L 

Wenn man für die Lagenbestimmung räumlicher Ele- 
mente die tetraedrischen Coordinatensysteme zu 
Grunde legt, in denen entweder die Lage eines Punktes 
durch die Verhältnisse seiner Abstände von vier festen nicht 
durch einen Punkt gehenden Ebenen oder die Lage einer 
Ebene durch die Verhältnisse ihrer Abstände von vier festen 
nicht in einer Ebene liegenden Punkten bestimmt wird, so 
liefert eine homogene Function des «""Grades mit 
vier Veränderlichen durch ihre Gleichsetzung mit 
Null die Gleichung einer räumlichen Form Gra- 
des, einer krummen Oberfläche. Jedes bestimmte 
Wertbsystem der Coordinaten, welches dieser Gleichung ge- 
nügt, individualisiert ein Element ersten Grades von derselben, 
welches ein Punkt oder eine Ebene ist, jenachdem das 
erwähnte vierflächige System räumlicher Punkt-Coordinaten 
oder das vierpunktige System räumlicher Ebenen-Coordinaten 
der Betrachtung zu Grunde liegt; man bezeichne die er- 
steren durch x, y, », «>, die letzteren durch |, ij, f, <a. 

Alsdann wird durch 

(o, A, c . . y, », Ip)" 

ein homogenes Polynom des Grades in den Veränder- 
lichen X, y, *, B) und mit den der Ordnung der Polynomial- 
entwickelung entsprechenden litteralen Coefficienten o, 6, c . . . 
repräsentiert, überdiess vorausgesetzt, dass die Coefficienten 
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der Entwickelung von den Binoinialzalden der «"■" Potenz 
respective begleitet sind; wiilirend man die Abwesenheit 
solcher numerischen Coci'ticicnten durch die andere Form 
lies Ausdnicks 

(o, i, c . . .Jr, <j, s, »)" 

andcutet. 

In Folge dessen ist 

(n, A, c . . .Jj-, y, i, tt.)" 0 

die Gleichung einer Oberfläche »'"■ Ordnung, und 

("> ß,y ■■ ■'Bl V) f; " 0 

die Gleichung einer Oberfläche «"''Klasse. 

Die Entwickelung und Discussion der Inva- 
rianten und Cüvarianten des homogenen Polynoms 

Grades mit vier Veränderlichen begründet oder 
vollendet die allgemeine Theorie der algebraischen 
Flächen. 

Wenn eine der Veränderlichen des Systems sich auf 
Null reduciert, — welches auch den Fall einschliesst, dass 
sie einen constanten Werth behalte, weil dieser durch eine 
ciiifache Coordinaten-Transformation stets auf jenen zwück- 
gefidirt werden kann, — so liefern die entsprechenden ho- 
mogenen Polynome n"" Grades mit drei V eränder- 
lichen 

(rt, 6, c . . .$j, y, »)-, (o, (S, y . . -B, Vi f)* 
die entsprechenden Theorien der algebraischen 
ebenen Curven n"’' Ordnung, der Kegelflächen 
Grades und der algebraischen Curven »'"'Klasse; 
die erstcren beiden Arten von Formen gehen aus den alge- 
braischen Flächen hervor als Durchschnittslinien derselben 
mit der Fundamcntalcbenc w = 0 und als Enveloppen der 
durch den Fundamentalpunkt si = 0 gehenden Tangential- 
ebenen derselb.cn; an die Stelle der letzteren unter ihnen 
treten alsdann die Curven n'"" Klasse in der Ebene der 
drei übrigen Fundamentalpunktc, welche von den Durch- 
schnittslinien des Ebononsystems der Oberfläche n'"" Klasse 
mit dieser letzteren gebildet werden. Man gelangt damit 
zu dem Ausdruck algebraischer ebener Curven Grades 
durch dreiseitige Punktcoordinaten einerseits und durch 
dreipunktige Liniencoordinaten anderseits. 
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Das Verschwinden einer Veränderlichen mehr 
führt zu den analytischen Ausdrücken der geo- 
metrischen Formen, welche die neuere Geometrie 
als die Grundgebilde erster Stufe oder als die er- 
zeugenden Formen zu betrachten gelehrt hat. Wenn 
in dem System räumlicher Punktcoordinaten zwei Veränder- 
liche auf Null oder auf Constanten reduciert werden und 
ebenso, wenn das Verschwinden einer Veränderlichen in dem 
System ebener Punktcoordinaten statt findet, so gelangt man 
zu einer durch (n, 6 . . ,'^x, yj’— O 

repräsentierten geradlinigen Punktreihe; nur mit dem 
auf ihre Entstehung bezüglichen Unterschiede, dass dieselbe 
nach der ersten Auffassung als die Reihe der Durchschnitts- 
punkte der Oberfläche n*'" Ordnung mit einer Kante des 
Fundamcntaltetraedcrs, nämlich mit der durch 

» = 0, r = 0 

dargestcllten, nach der zweiten aber als die Reihe der Dim;h- 
schnittspunktc der Seite » — 0 des Fxmdainentaldreiecks mit 
der Curve n'”’ Ordnung anzusehen ist. 

Durch die Einführung der analogen Voraussetzung bei 
der Anwendung des tetraedrischen Plaucoordinatensystems 
erhält man zwei verschiedene Ergebnisse. Zuerst, von der 
allgonmincn Gleichung mit vier Veränderlichen ausgehend, 
das System der n Tangentialebenen, welche durch die Kante 

t = 0, B) = 0 

des Fundamentaltetraeders an die Oberfläche h'" Klasse oder 
an den dem Punkte <a = 0 entsprechenden Berührungshegel 
derselben gelegt werden können, also ein Ebenen büsc hei. 
Sodann aber, ausgehend von der Klassenglcichiing der al- 
gebraischen Curve, erhält man durch das Verschwinden der 
Veränderlichen f das System der « Tangenten dieser Curve, 
welche von dem Fundamentalpunkte t = 0 ausgehen , also 
ein Strahlenbüschel. Die Gleichung mit zwei Ver- 
änderlichen 

ß> ■ • V)" = 0 

repräsentiert also ein Ebenenbüschel oder ein 
ebenes Strahlenbüschol, jcnachdem man sie in 
räum liehen Plancoordinaten oder inebenenLinien- 
coordinaten interpretiert. 
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Man erkennt somit in der binären Form des 
n*" Grades den analytischen Repräsentanten der 
geometrischen Elementargebilde oder der räumlichen 
Gebilde erster Stufe : der geradlinigen Punktereihe, des ebe- 
nen Strahlenbtischels und des Ebenenbüschels. 

In den folgenden Entwickelungen sollen überall die Ver- 
änderlichen durch X und y bezeichnet und tiberdicss die Co- 
efficienten der binären Form ohne numerische Factoren, so 
lange nicht ausdrücklich das Gegentheil gesagt ist, und mit 
unterscheidenden Ordnungsindices statt der verschiedenen 
Buchstaben, genommen werden, so dass 

(o„ a„ o„ . . . <7„5 x, y)’ 

der allgemeine Repräsentant der homogenen Foi-m Gra- 
des ist. 

Die » Wurzeln der entsprechenden Gleichung 
(o„ o„ o, y)» = 0, 

d. h. die ihr genügenden Werthe des Verhältnisses x ; y, sollen 
durch • a,, «f„ oj, . . . a. 

allgemein bezeichnet werden. 

DieseWurzeln, das muss hier erinnert werden, haben 
eine verschiedene geometrische Bedeutung, wenn 
die Gleichung eine Punktreihe und wenn sie ein 
StrahlenbUschelodereinEbenenbUschel repräsen- 
tiert, also wenn sich dieselbe auf ein System der Punkt- 
coordinaten oder auf ein System der Linien- oder Plan-Coor- 
dinaten bezieht. Als die der Gleichung genügenden Werthe 
des Verhältnisses x:y sind sie im System der Punkt- 
coordinaten einfach Verhältnisse der Entfernungen zwi- 
schen Punkten in gerader Linie, d. i. Segmentenverhält- 
nisse; jede Wurzel ist das Verhältniss der Entfernungen des 
durch sie bestinunten Punktes von den Punkten der Funda- 
mentallinie des Coordinatensystems , in welcher die Reihe 
liegt, wo sie von den beiden andern Fundamentallinien ge- 
schnitten wird. Dasselbe Verhältniss ist aber in einem 
System der Liniencoordinaten oder in Bezug auf ein 
StrahlbüBchel und nicht minder für ein EbenenbUschel das 
Verhältniss der Sinus zweier Winkel, nämlich der- 
jenigen für das erstere, welche der durch die Wurzel selbst 
bestimmte Strahl des Büschels mit denjenigen beiden festen 
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Strahlen bildet, die den im Scheitel des Letzteren liegen- 
den Fundamentalpimkt des Coordinatensystenis mit den bei- 
den andern Fundamentalpunkten desselben verbinden; der- 
jenigen sodann für das zweite, welche die der betrachteten 
Wurzel entsprechende Ebene mit den beiden festen Ebenen 
einschliesst, die durch die Scheitelkantc des Büschels, die 
Verbindungslinie zweier Fundamentalpunkte des Coordinaten- 
systems, mit den beiden übrigen Fundamentalpunktcn des- 
selben bestimmt sind. In der ZulKssigkcit dieser doppelten 
Interpretation für dieselbe algebraische Form liegt die ana- 
lytische Begründung des Princips der Dualität, welches 
zu den schönsten Ergebnissen der neueren Forschung gehört. 


2 . 

Wenn das Vorige die Erwartung begründet, dass 
die Theorien der neueren Geometrie aus der Al- 
gebra binärer Formen hervorgehen müssen, so er- 
füllt sich diese Erwartung schon innerhalb der Theorie der 
binären quadratischen Formen auf fast vollständige 
Weise. Die Relationen der harmonischen Theilung, 
des Doppelschnittvcrhältnisses und der Involu- 
tion entspringen aus ihr leicht und vollständig,*) sanunt 
den darauf gegründeten Theorien. 

Eine quadratische Form 

«0 -r* + «1 -ry -b y’ oder (o„ o,, j)* 

repräsentiert, gleich Null gesetzt, ein Punktepaar, wenn sie in 
Punktcoordinaten , ein Paar von geraden Linien oder ein 
zweistrahliges Büschel, wenn sie in ebenen Liniencoordinaten, 
und ein Paar von Ebenen, wenn sie in räumlichen Plan- 
coordinaten interpretiert wird; diese Punkte, Linien oder 
Ebenen sind reell oder imaginär, jenachdem sich aus der 
Gleichung Oj, x* + a, r g a, y' = 0 

reelle oder imaginäre Werthe für das als Unbekannte zu 
betrachtende Verhältniss x : y ergeben; immer aber ist die 
gerade Linie, welche die Punkte verbindet, oder die, in wel- 
cher die beiden Ebenen sich schneiden, und der gemeinschaft- 


*) Han vergl. das Werk: „Analytische Geometrie der Keftelschnitte“ 
von George Salmon. Leipzig, Teubner. 1860, Art. 422 — 24, 
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liehe Punkt der beiden Strahlen reell, als dem Werthepaar 
X ~ 0, j = 0 entsprechend. 

Eine solche liinäre quadratische Form besitzt nur eine 
einzige Invariante; die man auch ihre Discrimiuantc 
nennt; cs ist die. Grösse 
D 

Sie ist eine Invariante, denn wenn man die ursprüngliche 
Form durch die lineare Transformation uinformt, bei welcher 
/SAf+ yl' und ßX+y'Y 

respective an die Stelle von x und y treten, also in 
flo (ßX+rrr + «I iß-’^+Y y) (/J'-V+y ¥) + a, ißX + y V)* oder 
("fi^ -h o,ßß' + A’ + [2 (ri„ßy n,ß!y ) -f- a,(ßy + ß y)] A )' 

+ ("oY* + "iyy' + "iyV y’ 
d.n. abkürzend vl^A’ -b A,A')'-J- A, P, 
so findet man 


4 A,A,— A,» 4 + aißß" + a,ß’’) (ay + a,yy' + o,/*) 

— 1 2 (« A+ a,ß' y') + a, (ßy'+ /T y) j’— (ß/—ß' y)’ (4 a,’). 

Der Factor (ßy‘ — jS'y), dessen Quadrat hier auftritt, 
heisst die Determinante der Substitution und durch die be- 
wiesene Relation ist also der Character der Invarianz er- 
härtet;*) man kann eben dieses Quadrat stets der positiven 
Einheit gleichsetzen. Man mag auch erwähnen, dass diese 
Invariante gefunden wird, indem man die Elimination der 
Veränderlichen aus den partiellen Differentialen der Gleichung 
nach denselben vollzieht. 

Die Bedeutung der Relation 


4 Oiffr, — o,* = 0 

ist aus der Theorie der Gleichungen wohl bekannt, als die 
Bedingung der Gleichheit der Wurzeln.**) Wenn 
sie erfüllt ist, so repräsentiert die Gleichung 


ay+a,xy + n,i/ =0 

zwei zusam^menfallcndc Punkte, Strahlen oder Ebenen. 

Die Wurzeln dieser Gleichung a, hängen durch die 
Relation „ »»' , 

— -7- (“i — «.) 


mit dieser Discrirainantc D zusammen, worin sich die Be- 
deutimg derselben wiederholt ausspricht. 


*) Verpl. Art. 17. 
»») Vergl. Art. 17. 
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Zwei quadratische Formen 

(»(r «o 0.5®,»)* ind (a'o, o',5*,»)* 

repriiscntieren, gleich Null gesetzt und auf dasselbe Coordi- 
natensystem bezogen, zwei Punktepaare in derselben geraden 
Linie, oder zwei durch denselben Punkt gehende Strahlen- 
panre in einerlei Ebene oder zwei Paare von Ebenen mit 
derselben gemeinschaftlichen Schnittlinie. 

Sie geben zweien Discrirainanten den Ursprung, 
n = A ajtf — 0 |*, D' ~ 4 — a,’*, 

welche, einzeln gleich Null gesetzt, das Zusammenfällen der 
Punkte, Linien oder Ebenen desselben Paares anzeigen. 

Man erhält ferner eine in den Coefficienten beider For- 
men lineare gemeinschaftliche In Variante*) • 

ll.i “ 2a,a,' — a,a,' -|- 1a^n„ 

für welche es hier gleichfalls genügen mag, den Invarianten- 
Character a posteriori durch den Vollzug der Substitution 

zu beweisen. Man h.at nach wieder hergestollter Ordnung 
die transformierten Formen 

(«„/? + a,ßß- + a,ß-') .V + [2 a,ßy + a, (ßy + ß'y) + 2a,ß-y] XY 
+ ("cY* + "iYy' + "./*) f *> 

(«„'/J* -I- a,'ßß- + a;ß ^) A» + [2a -ßy -f- a,' (ß/ -f- ß'y) + 2a;ß^y] \Y 

+ ("oV + "i’yY + ".'/*) I’*, 

und erhält, wenn man dieselben durch 

.t. Y* -I- A, AT-P >4, y*, ^'A' + A,’ A V -|- A,' Y’ 
respective darstcllt, die Identität 

(2a„a/ — a,a,' -f- 28„'a,) (ßy — ß^yf — 2 A,A,’ — A, A' 

+ 2 

In Folge dessen muss die Relation 

2a„a,’ — a,8,' -|- 2a,' a, = 0 

eine vom Coordinatensystem unabhängige Beziehung der 
beiden Paare von Punkten, Strahlen oder Ebenen ausdrücken; 
es ist die harmonische Relation, die beiden Paare 
von Elementen bilden ein harmonisches System 
und die Elemente desselben Paares sind einander 
conj ugiert. 


*) Vergl. Art. 18. 
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Sind nämlich er,, er, die Wurzeln der ersten, er,', o,' die 
der zweiten Gleichung, so kann man einerseits aus der ge- 
fundenen Invariante selbst bekannte Ausdrucksformen der 
harmonischen Relation durch ein System von Identitäten 
ableiten, welches sogleich angegeben werden soll; und man 
kann anderseits von dein Doppclschnittsverhältniss der vier 
Punkte aus zu demselben Resultate kommen. Jene Invariante 
liefert, in den Wurzeln der quadratischen Gleichungen aus- 
gedrückt, den Werth 

I 2 (or, er, + — («r, + «,) («r,' -f «r,')| ; 

daran aber scldiessen sich die leicht zu verificierenden 
Identitäten 

2 (or, o, + ot,'or,') — (er, + o.) (or,' + o,’) 

=rt 2 (or,— a,') (or,— or,') — (a,— or,) (2 or,— o,'— or,') 

— 2 (o,— or,') (or,— or,') — (o,— o,) (2or,— or,'— o,') 

~ 2 («,'— or,) (or,'— o,) — (o,'— o,') (2or,'— or, — or,) 

= 2 (or,' — or,) (or,'- «,) — (o,' — or,') (2or,' — o, — or,); 

SO dass man die Gleichheit der gedachten Invariante mit 
Null in den vier äquivalenten Formen ausdrücken kann 



«I — ttf — nr, or/ — <r. 


Sie sind bekannte Formen -der harmonischen Relation*) und 
sagen aus, dass der inverse Werth der Entfernung 
eines Punktes der harmonischen Theilung von dem 
ihm conjugierten der halben Summe der inversen 
Werthe seiner Entfernungen von den beiden an- 
dern Punkten gleich ist. Man sieht, dass das identische 
Verschwinden der Invariante der beiden quaolra tischen For- 
men die harmonische Relation der Wurzeln derselben zur 
directen Folge hat. 

*) Vcrgl. ChasleB, OJomotrio sn])t:'rioure Art. 01, Gl. 3, etc. 
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Anderseits aber ist das Doppelschnittverhältniss 
der durch beide Gleichungen repräsentierten vier 
Elemente «/ — 0 | — «t, 

171 ; j 

Cfi — of, er, — a, 

wenn man mm die Ausdrücke für (1 + ”•) und (1 — m) 
bildet, so liefert die Division derselben die Relation 

(«I + (« i' + »/) — 2 ( a, a, + a,'a,') __ 1 + m . 

(«I—»») («/—«»') 1 — m’ 

welche nach den bereits benutzten Beziehungen zwischen 
den Wurzeln und den Coeflicienten der quadratischen Glei- 
chungen in 

[2 (o,a / + a,'oQ — ai a.'T _ 

4(o,*— 4a„<?,) (a^' — 4 a,'a,'j 

übergeht. 

Man sieht daraus, dass für 


m = -f- 1 

eine der alsFactorenimNennerauftretendenDis- 
criininanten verschwindet, dass also das eine Paar von 
Elementen des bezüglichen h^irmonischen Systems von zwei 
zusainmenfallenden Elementen gebildet wird, wie es bekannt- 
lich nach der Natur des Doppelschnittverhältnisses sein 
muss; man sieht auch, dass für 

m = — 1 

oder für die harmonische Theilung die vorerwähnte 
Invariante den Werth Null haben muss. Es ergiebt 
sich aber überdiess für ra = 0 die Relation 

4 («,* _ 4o,ff,) (/i,’’— 4 = [2 Oo'a,) — a,a,']\ 

Da das Doppelschnittverhältniss von vier Elementen nur 
dann den Werth Null haben kann, wenn eines der theilen- 
den mit dem einen der die Strecke begrenzenden Elemente 
zusammenfällt, so zeigt diese Relation die Existenz einer 
Tür beide Glciclmngen gemeinschaftlichen Wurzel an; und 
da unter der Voraussetzung einer solchen die Identität des 
durch die Elimination der Veränderlichen aus beiden Glei- 
chungen erhaltenen Resultats mit Null besteht, so hat man 
in dem Ausdruck 

4 (a,* — 4a„a,) (a,'* — 4a,'a,') — [ 2 (a„a/ -J- a„'a,) — a,a,'|* 
eben diess Eliminationsresultat oder die Resultante beider 
Gleichungen. 
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Man kann dieselbe ttberdiess leicht in der Form 

(a„a,' — Oo'Of)* — («o«i' — "o'«i) (“i “t' — 

erhalten,*) in welcher sie als die Discriininante einer 
quadratischen Form 

2 — a,'a,), (a,a,'—a,'fi,)^x,yy 

erkannt wird, deren Bedeutung sogleich erhellen soll; eben 
diess'gäbc nach dem Vorigen an dieser Stelle die bequemste 
Gewähr ihres Invarianten-Characters, wenn derselbe in dem 
Begriffe der Resultante selbst nicht schon deutlich ausge- 
sprochen wäre. Sie tritt zu der linearen Invariante der 
harmonischen Theilung als die in den Coefficienten 
derFormen quadratische Invariante derselben hinzu. 

Man kann sic nach den von Euler, B4zout und 
Sylvester angegebenen Eliminationsmethoden**) in Deter- 
minanten-Form darstellen, wie folgt: 

I 6 , , a, , 

ß ^0 1 ^ 1 b 

0 , a,', a,\ a,' ’ 

ao ' a, , a, , 0 

und kann endlich aus ihrem Ausdruck in Gliedern der 
Wurzeln beider Gleichungen die vorher bezeichnete Be- 
deutung wieder erkennen; als die Differenz von dem 
Quadrat der linearen Invarianten und dem vierfachen Pro- 
duct der Discriminanten beider Gleichungen ergiebt sie sieh 
mittelst der Relationen 

^ - T = - T 

4,1* = I ^ (®i "• + "i“»’) ~ ("i + "») ("i’ + “» )| 

in der Form 

|(<»| — ß«)’(»i'— »t')'— [2(a,«,-l-o,'a,')— («,-f-o,)(oi'-f-a,')]’| ; 

a *a '* 

d. h. mit Vernachlässigung des Factors — 

Ä “ («, — a,’) (n, — or,') (a,— a,') (e,— o,'). 


♦) Vergl. „Analytische Geometrie der Kegelschnitte etc.“ Art. 34*2. 
•*) n. n. O. Art. 34‘i — 41. Vergl. unten Art. 13, 14. 
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Sie wird zur Null, wenn beide Gleichungen eine gemein- 
schaftliche Wurzel haben. 

Die quadratische Form 

«„'fl,), 2 (fl„fl,'— o„’fl,), (fl, fl,'— fl,'fl,)5x,i/)', 

als deren üiscriminante die Resultante beider 
Formen so eben bezeichnet worden ist, bietet die 
natürliche Anknüpfung, um nach der Betrachtung 
der Invarianten nun von den Covarianten der 
quadratischen Form zu sprechen. Denn sie ist eine 
Covariante beider gegebenen Formen, d. h. eine solche 
Function der Coefficienten und Veränderlichen derselben, 
welche durch eine lineare Substitution nicht anders als durch 
Hinzutreten eines der Substitutions- Determinante gleichen 
Factors verändert wird. 

Man bezeichnet dieselbe als die Jacob i ’s che Fu net io- 
nal-Determinante der beiden Formen und bildet sie aus 
den partiellen Differentialen derselben nach den beiden Ver- 
änderlichen , wie folgt. Wenn durch die Symbole S und S' 
die beiden quadratischen Formen 

(« 0 , («o', «.'5-r,!/)’ 

respective bezeichnet werden, so ist die Functional - Deter- 
minante derselben 


\(IS 

(Lr ' 

f/.V' _ 

\ (Ix ' 


'H 

'¥ 

d.s' 

•tu 


An diese Bildung knüpft sich der Nachweis ihres Covarianten- 
Characters auf d.as Leichteste an. Die lineare Substitution 
x^lS.V-fyL y=^X + y'Y 
führt die partiellen Differentiale in die neuen 
„ d5 . rf.S dS , dS 

+ <7Ä + >' r7)- 

über und es tritt daher in der analog gebildeten neuen De- 
terminante nach dem Multiplicntionsgesetz der Determinanten 
nur die Detenninante der Substitution 

ß> y 

ß'f y 

zur alten als ein Factor hinzu. 


Fi eil Irr, neuere Geometrie o. Algebra. 
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Die wirkliche Ausführung der Diflfereutiationon liefert 
,77 “ — — 2n,y + «, j, 

— = 2o„ j- + n, y, — = 2fl,y + «, j-, 

so dass der Werth der entwickelten Determinante gefunden 
wird wie oben 

(rt„n,'— a„'oi) x’+ 2 («„(7,'— a„’a,) xg + (rt, o,'«,) y». 

Man kann ihr endlich die Determinantenform 
x\ — 1xij, y» 

! 1 ^ ^0 ! 

geben, welche mit dem Vorigen identisch ist. 

Ihre geometrische Bedeutung liegt in ihrer Natur 
als Co Variante der betrachteten quadratischen Formen aus- 
gesprochen; sie repräsentiert, gleich Null gesetzt, 
ein Paar von Elementen, welches in einer vom Co- 
ordinatensystem unabhängigen unveränderlichen 
Beziehung zu den durch die quadratischen Formen 
selbst bestimmten Elementen ist. Die Natur dieser 
Beziehung bleibt zu entwickeln. Sie ergiebt sich aus der 
Betrachtung der linearen Invariante zweier binären quadrati- 
schen Formen. Dieselbe zeigt sofort, dass die beiden von 
der Covariante repräsentierten Elemente mit jedem der Elc- 
mentenpaare der gegebenen Formen selbst in harmonischer 
Relation sind; denn die Zusammenstellung der entsprechen- 
den Coefficienten der drei Formen 

y ^\ } 

2f«„«,'— n/«,), (<J, «/— 

liefert die der harmonischen linearen Invariante entsprechen- 
den Identitäten 

2a„(n, a,'— a,'«,) - 2n, («„«,' — a‘at)-\-1a, («„«,' — 

2o„’ (n, n,' — n,'o,) — 2o,' a,) -f 2a,' («„«,' — a^'a,) = 0. 

Demnach bezeichnet die Covariante der bei- 
den quadratischen Formen die Doppelpunkte oder 
Brennpunkte des in volutorischen Systems, wel- 
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ches von den zwei durch diese selbst dargestell- 
ten Paaren von Elementen bestimmt ist.*) 

Man erhält diese Covariante in Gliedern der Wurzeln 
beider Formen, indem man in ihrem Ausdi-ucke in den Co- 
efficienten mit dem Factor dividiert, also 

\fl„ aj \a„ aj VOoflo «o “«/ 

nach den bekannten Relationen in der Form 

l(". + “t) — (“i' + “f')1 + 2 (oi'n.'— o, «t) 

+ K«i + «t) — ("i' + “2') «I »2I »*• 

Man findet ebenso durch Einführung in die oben ge- 
gebene Determinantenform 

2xjf , y*j 
"1 «2 2 <»l+<»2. 1 . 

«'l'» 2 ') Ol'+O/» 1 I 

ebenfalls mit Hinweglassnng des Factors a^aä gegen die ur- 


sprüngliche Form. 

Wenn die beiden quadratischen Gleichungen eine ge- 
meinsame Wurzel besitzen 


«I 0| , 

so wird die lineare Invariante der harmonischen Relation in 
Gliedern der Wurzeln auf das Product 

(«I— <»2') (®i — “2) 

reduciert, die Resultante wird Null und der Werth der Co- 
variante der Doppelpunkte ist 

"oOo' (^•— “ly)*- 

Dieselbe ist somit ein vollkommenes Quadrat und re- 
präsentiert zwei zusammenfallende, mit denen, die der ge- 
meinschaftlichen Wurzel entsprechen, überdiess identische 
Elemente. Es ist die analytische Parallele zu der geometri- 
schen Wahrheit, dass die gemeinschaftlichen harmo- 
nischen Theilpunkte**) von zwei Segmenten, die 

*) Vergl. Chnsles, „Gt'om. suptlr.“ Art. 20.'). 

*•) Hier nml überall im Folgcncien, wo von Punkten nnil Sepnionlcn 
«peoiell die Kode i»t, stellen dieselben nur als Stellvertreter der P'.lc- 
niento der Gebilde erster Stufe und können durch Strahlen eines 
ebenen Biisehels oder durch Ebenen eines lliisehels ersetst werilen. 
Die Auslnssuiipr crsebeiiit narb dem Vorigen erlaubt und im Interesse 
der Kürze geboten. 

0 !: 
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einen gemeinschaftlichen Endpunkt haben, eben 
nur mit diesem gemeinschaftlichen Endpunkte 
selbst zusammenfallend existieren. 

Die Form der harmonischen Invariante für den Fall 
einer gemeinsamen Wurzel lehrt überdiess, dass sie nur 
dann mit Null identiscl» werden, d. h. dass unter dieser 
Voraussetzung die hannonische Beziehung nur dann statt- 
finden kann, wenn man ausser 

o, = o,', noch hat entweder a, — oder o, 
d. h. wenn die eine quadratische Form P^lemente darstellt, 
die mit einem der von der anderen repräsentierten P^leniente 
zusaminenfallen. Darnach ist jeder Endpunkt eines 
Segments als die Vereinigung zweier zusainmon- 
fallender harmonischer Theilpunkte desselben 
anzusehen. 

Man sieht, wie schon aus der Betrachtung von nur zwei 
quadratischen Formen die Theorie der harmonischen Theilung 
und des Doppelschnittverhältnisses, sowie einer der wesent- 
lichsten Bcstandtheilc der Theorie der Involution hervor- 
gehen; man könnte diese Ergebnisse leicht vervollständigen, 
z. B. die Existenz des Centralpunktes und seine Be- 
ziehungen zu den gegebenen Punktepaaren aus dem Vorigen 
erweisen, indem man an den Ausdruck der Doppelpunkt- 
Covariante in Gliedern der Wurzeln 

K“i + ««) — (oi'+Ot')l-^’ + 2(oi'o,'— «I 

+ K«i + »») a,'a ,' — («,' -f o,') a, 0,1 y» = 0 
die Bemerkung knüpft, dass dem in der Mitte zwischen 
beiden Doppelpunkten gewählten Coordinatenanfang, d.i.der 
numerischen Gleichheit der beiden Wurzeln dieser Gleichung 
bei entgegengesetztem Vorzeichen, die Relation 

tti'tt,’ — o, o, = 0 

entspricht; als der analytische Ausdruck der be- 
kannten Eigenschaft des Cent rums der Involution, 
wornach das Rechteck der Entfernungen der End- 
punkte der involutorischen Segmente von diesem 
Centrum einen constanten Werth hat.*) 

Anderseits kann man leicht zeigen, dass dieser (Vn- 
tralpunkt selbst der angebbare Endpunkt desjenigen unter 
*) Vcrgl. CIiAnle», „Ot'om. Rnjn'r.‘* Art. ht7. 


Digitized by Googlt 



21 


den die Involution bildenden Segmenten ist, welches den 
unendlich entfernten Punkt der geraden Linie, in der sie 
liegen, zum anderen Endpunkt hat. Aber der natürliche 
Platz der Theorie der Involution ist bei der gleichzeiti- 
gen Betrachtung von drei quadratischen Formen, 
als welche erst der bekannten Bezeichnungsweise als In- 
volution von sechs Punkten entspricht; auch die allgemeine 
Bedeutung des Doppelschnittverhältnisscs kann dann erst 
hervortreten. 

3. 

Die drei binären quadratischen Formen 

(«0 j". >«i 

\x,yy, 

haben eine gemeinschaftliche Invariante, die man in 
der Form 

I <*0 J 

I ''o > J 

// // // * 

^0 7 7 

am einfachsten durch eine lineare Substitution und nach 
dem Multiplicationsgesetz der Determinanten als eine solche 
erkennt. ^ 

Wenn man sic durch I^, und die drei quadratischen 
Formen durch S, S, 5" bezeichnet, so ist 



die Bedingung, unter welcher die drei quadratischen Formen 
durch eine lineare Relation 

XS+ iiS^ -p = 0 

mit den Constanten 1, p, v unter einander verbunden sind, 
unter welcher also aus zweien von ihnen die dritte hervor- 
geht; denn alsdann müssen die Grössen ar*, xy, y* sich linear 
zwischen den drei Gleichungen eliminieren lassen.*) 

Eben auf diese gegenseitige Beziehung aber geht der 
Ausdruck der Involution. Die angegebene Determinante 
ist daher auch identisch mit der im §. VI des von der Invo- 
lution handelnden Kapitels der „G6om. super.“, Art. 21 8, aiif- 


•) Hier und im Folgenden verdanke ich das Wesentlichste Cay- 
Icy’s „Fifth Memoir upon Quantics“ Philos. Trans. Vol. 118, p. 434. 
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gestellten G nindgleichung o) für die Involution von sechs 
Punkten; dieselbe weicht nur durch die statthafte Voraus- 
setzung «0 = a„' ~ a„" von dieser Deterniinante ab. 

Dass aber die in dieser Letzteren ausgesprochene Re- 
lation die involutorische ist, lässt sich hier am einfachsten 
im Anschluss an das Vorige erkennen, und es genügt dazu 
die Ueberführung der aus den Coefticienten der Gleichungen 
gebildeten Determinante in eine aus den Wurzeln gebildete. 

Für die Wurzclpaarc a„ «t,; o/, o,", o,” erhält man 

' , «I + «I > »1 

1 } “i' + «f' ) «t' 

1, a,"a," 

und wird dadurch sofort an die analoge Ausdrucksform der 
im vorigen Artikel mit imtersuchten Covariante 
\y, 2 sy , X* 

1 » “i + »1 ) «1 »« 

1 , «r + Ot, 

erinnert, welche spcciell das Paar der Doppelpunkte 
als das dritte der involutorischen Punktepaare betrifft. In- 
sofern sie die Doppelpunkte der Involution sind, müssen sie 
der Bildung der soeben betrachteten Involutions-Relation für 
. a,"= er,"— a 

entsprechen, so dass man hat 

1 , 2 o , o’ I 

1 > “i + «r > «I “t = 0 ; 

1) «i’+ »/) “i'“«' 1 

eine Relation, welche dem entspricht, was man die Invo- 
lution von fünf Punkten zu nennen pflegt.*) Wenn man 
in derselben die Grössen o,, n,, ot,', als gegeben betrach- 
tet, so liefert sie eine quadratische Gleichung zur Bestim- 
mung von o und die aus ihr erhaltenen Werthe dieser Grosso 
a, n" sind genau nichts Anderes als die Wurzeln der aus 


*) Man iindat z. B. die erste der Relationen d) des Art. 102 der 
,,Gcoid. 8uper.‘‘, 

rt « // ««•* 

ab. ab’ 

wenn nrnn die den Wurzelpnaron o,; ot,', tr,' respeetive cntspreclicn- 
den Punkto durcli a, h; ä , b' und den der Wurzel ot nntspredieudon Dop- 
pelpuukt dureti e kezeielmct. 
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jener Covariantc durch Vergleichung mit Null gebildeten 
Gleichung, da man dieselbe in der Form 
I , ‘ix x' I 

! G "i + «j > «1 «f 
•> “i’+ "/> »i '«/ I 

schreiben kann. 

Da diese Punkto a dem Zusammenfällen solcher Pimkto- 
paaro entsprechen, wie sie in die Involution eintreten, so 
werden sie als die sich selbst eonjugierten Punkte 
des Systems bezeichnet, insofern man die Punkte Jodes 
der Involution angehörigen Paares als einander conjngiert 
benennt. 

Es ist nicht schwer, ihre Existenz und den eben 
bozei ebneten analytischen Ausdruck di es er Punkte 
aus der Natur der involutorischen Relation 
XS+ iiS' + vS" = 0 

abzuleiten. Dem Hegriff der Doppelpunkte, d. i. der 
Existenz gleicher Wurzeln in der Gleichung 

5 " = 0 

entspricht die Forderung, die Constanten i, fi so zu be- 
stimmen, dass 

XS + (iS' 

ein vollkommenes Quadrat werde, nämlich 

= "o” (*—“»)’• 

Damit aber 

;i.S+ fiS', d. i. 

(ooi + “oV) X* -f- (-/| X -f (i|V) xjf + («, t -f n,'^) jf* 

ein vollkommenes Quadrat werde, muss man haben 

("i ^ + "i'f*)’ -- I («.A + «tV) ("o^ + "oV) 

oder 

(«„ff,— o,’)P-f-('l «„«,'+ 4 ff„'ff,— 2fl| ff,') — «,'•)(*'-= 0. 

Nun fliesst aus 

AS -f o ~ ff„" (x—ay)' 

A : f. — S': — S, 

so dass man für die vorige Relation schreiben kann 
Ä'*(n„ ff, — ff ,*) — 2 Va’ (2 «0 «t+ 2 — «I « I ') + *'• * — « I '*)- = 

in welcher nach denselben Voraussetzungen der Ausdruck 
der linken Seite bis auf einen Factor 
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— (j — n's)’ (T — a'y)' 

Bein muss. Man erhält aber anderseits bei Einführung 
der Wcrtho von S und S' durch Entwickelung aus dem 
vorigen Ausdruck den neuen 

— [K“|'— “o'“i ) ■''’+ 2 </>,) Ty + (o, a,'— rt|'o,)y*l’, 

das Quadrat der Covariante, und erkennt damit von ganz 
anderen Grundlagen aus die den Doppelpunkten entspre- 
chenden Grössen 

^ — -r — 

als Factoren der Covariante. Damit sind die Entwickelungen 
des vorigen Artikels mit denen des jetzigen in die dirccteste 
Verbindung gesetzt. 

Zugleich spiegelt sich in dem Gange dieser Entwickelung 
die harmonische Beziehung der Doppelpunkte auf die durch 
Ä = 0, S' = 0 

repräsentierten beiden Punktepaare. Wenn die den Wur- 
zeln a,, tt,; a,', a,' entsprechenden Punktepaare gegeben und 
die Doppelpunkte oder die sich selbst conjugierten Punkte, 
als welche den Wurzeln a, a entsprechen, bestimmt sind, 
so bildet ein jedes Paar von Punkten — es kann als den 
A\'urzeln o,", o," entsprechend gedacht werden — welches 
auf das Paar der Doppelpunkte harmonisch bezogen ist, mit 
deu beiden ersten Punktepaaren eine Involution. 

Die Auffassung der Doppelpunkte als der sich 
selbst conjugierten Punkte der Involution gestat- 
tet, sie als zwei Punktepaare 

o’, tt \ a" , a" 

zu betrachten, welche mit dem dritten Paare a", o," 
eine Involution bilden. Die involutorische Relation für 
diesen speciellen Fall muss sich aber nach dem Früheren auf 
die harmonische Relation der Punktepaare a", o,"; a, a re- 
ducieren. 

Und in der That ist zur vollen Bestätigung dieser Zu- 
sammenhänge 

■1, 2«' , o/' I 

jl, 2o" , a"‘ =0mit 

h) «i'V' 

(«■— o”) [2 (of'-f-o")] = 0 

identisch. 
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Die Theorie des Doppelschnittverhältnisses gewinnt ihre 
wichtige Bedeutung für die Geometrie vor Allem durch die 
Vergleichung zwischen den Doppelschnittvorhält- 
nisson verschiedener Reihen von Elementen; aus 
dieser entspringt die Theorie der homographischen 
Reihen und Büschel oder die Theorie der pro- 
jectivischen Elementargcbilde. Auch diese Theorie 
ist der Analysis leicht zugänglich und fallt demselben For- 
mengebicte anheim, in dem das Vorhergehende sich bewegt 
hat. Denn bezeichnet man wie vorher durch die Werthe der 
Wurzeln quadratischer Gleichungen die Punktepaare, welche 
durch diese selbst repräsentiert sind, so sind Oi,«i; o,', o,'; 

o/” vier Punktepaaro, welche, in die beiden Gruppen 


^1 )"i )“i 


*i> “I > “1 r “I 


“t > "I j 


= 0. 


vertheilt, einer Doppelschnittverhältnissgleichheit den Ur- 
sprung geben, wenn man hat 

1. “l , ; “i «t I 

1, , n,' a,' 

I, 0 |", a,“ , a"a," 

I, a, , tt, , R, I 

Die ubkürzenden Bezeichmingen 

At = R,") (r, — R,'"), /t, = (r,'— R j") (r,— R,""), 

ß, 1= R,) (R,'— R,"'), ß, ^ (r,"- R,) (r/— R,'"), 

G = (“t— «(') (“i"— = (“t— ««') (“j"— 

welche die Relationen 

A, + ß, 4- c, = 0, .1, -I- ß, 4- C, = 0, 

I 1, R, , R, , R, R, 

I 1, R,‘ , R,' , R,' R,' 


ß,r,-ß,r,— r,.t|-=4,ß,— /«,ß,- 


I, R| , R, 

J, ff, , ff* 


begründen, machen sichtbar, dass mit dem Verschwinden 
der Determinante die dreifache Proportion gilt 


A, : B, : C, A, : Bf : C,. 

Man sieht aber sofort, wie dieselbe nichts Anderes als 
die Gleichheit der drei entsprechenden Doppelschnittverhält- 
nisse beider Punktereihen ausdrückt, z. B. die Proportion 


A, : B, =: Af : Bf, d. i. 
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für das Doppclschnittverliältniss der durch die Pimkto a", a"’ 
gethoilten Strecke a,' «, und der entsprechenden dureh a,", t»,'" 
gctheilten Strecke o/o, ; etc. 

In den Relationen 


+ + r, 0, .4. + ß. + r. = 0 

ist zugleich der Zusammenhang gegeben, welcher 
zwischen den drei DoppelschnittverhUltnissen 
stattfindet, die aus den nämlichen vier Punkten 
gebildet werden können. 

Bezeichnet man die drei Verhältnisse 
A^ : ß,, ß, : C^ : y4, 

durch 


6’, 6", d' 

respectivo, so hat man unter gehöriger Beachtung der Vor- 
zeichenändeningen die drei Relationen 


== i-s', 1-3", 


wie solche irn 31. Artikel der „Geometrie siipcrieure“ ge- 
geben sind. 

Natürlicb erhält man durch die Gleichsetzung eines die- 
ser Verhältnisse mit der negativen Einheit die harmonische 
Relation wieder, wie sie vorher gegeben ist; es liefert z.B. 
das erste dieser Doppelschnittvcrhältnissc 

•ft * ff! 

«I — «I . «I -“l _ _ j 


diese Relation in der Fonn 


2 («,«,' + — (u, -f a,') (ff," + ff,'") ™ 0. 

V\-nn man aber an die M u n n i c h f a 1 1 i g k e i t der Aus- 
drucksformen denkt, welche die ,,Gcom. supdr.“ und 
andere der neueren Geometrie g(!widmeto W erke für die Be- 
ziehung der Homographie oder Projectivität geschaflfen haben, 
so bietet auch dafür die analytische Betrachtungsweise natür- 
liche und vielfache Gelegenheit. Man betrachtet z. B. neben 
den projoctivischen Tetradcn er,, t»,, er,', nr,", «/", 

für welche die Relation 


I 1, ff, , ff, , ff, ff, 

1, , «,' , «,' ff,' 

>) “i"> «j"> «i"«,” 

I '> «i 
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besteht, noch die anderen r,, t,', r,", r,'"; r„ r,', r,", r,’", als 
für welche ebenfalls die projectivischc Relation besteht, die 
man in der Form 


*1 *1 f *i > r, ,1 

^1 ) r, , T, , 1 __ 

^1 r, , T, , T, ,1 

ri *i , r, , T| , t 

Roschrieben denke. Die Multiplication beider Ausdrücke 
liefert eine allgemeine Gleichung der Projecti vität, 
aus welcher zahlreiche specielle Formen leicht abgeleitet 
werden können. Sic ist nach der Multiplicationsrcgel der 
Determinanten 


(ii' -“.)(»»' 
(f|" 


~«t), 

-“i)> (*i" 


,(r,' 


ri -«I )('• -«« ) 



Für die Voraussetzungen 


r, , T, — , T,' — a,' , r,' 

h"=»r, r,"— et,'", T,'"— et,'", r,"'— a," 

verwandelt sich diese Determinante in die andere 

0 , Ü ,(«, -et/'K«, (er, n,''')(n,'-er,'")j 

0 , 0 , (er,'-«, (er, '-er|"')(«f,'-«,"') 

o," -o,)(«,'"-er, I, (er," -a,'), 0 , 0 

'o,'"-er,)(o," -er,),(o,”'-a,')(tr,'' -er,'), 0 , 0 

Diese letztere zerfällt aber als von der Form 


o, o, oh, cf \ 

ab, r/, t 
cd, gh^ Oy o 
in gleiche Factoren 

[(«,— «,") («,— «,"■) er,") 

— (“i— “i"') (<^r— “i") («»— “i") («/— -- 
Diese Relation drückt die Doppelschnittverhältniss- 
glijichhcit der beiden Tctradcn 


er,, a,", er,', o„ et,', et,"' 

aus, und die beiden möglichen anderen Doppelschuittverhält- 
nibsgleichhcitcn sind leicht durch die beiden anderen ana- 
logen Substitutionen zu erhalten; z. B. durch die Sub- 
stitution 
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T| — «i', »I — r/— “i, »i', 

eine Determinante, welche, auf dieselbe Weise die Doppel- 
schnittverhältnissgleichheit der Itoihen o,', o,"; o,', 

«„ a,'", o," ausdrilckt. 

Die Relation der Homographie überträgt sich 
aber endlich mit derselben Leichtigkeit auf zwei 
Reihen von beliebig vielen Punkten. 

Wenn die eine Reihe durch die Wurzelwertho 

f ft ttt ttft . 

o,, a^ , a^ , a^ , , etc., 

die andere durch die entsprechenden 

/ tt tu ttft , 

a„ a,,a,,a,,a, , etc. 
bestimmt ist, so wird durch die Gleichung 

1 , 1 , 1 , 1 , 1 , • • • 

“i , «i' , “i" , , «i"" , • • • 

, “t , “« , “j , • • • 

“i“t, ■ • • 

die Homographie beider Iteihen ausgedrilckt; wenn diesell>o 
nach der üblichen Bezeichnungswcisc die Gleichheit aller 
Determinanten mit Null vertritt, die aus irgend vier ver- 
schiedenen Vertiealreihen des von ihr umfassten Aggregates 
gebildet sind. Denn sie bezeichnet dann die Gleichheit der 
Doppelschnittverhältnissc von vier Punkten des einen Systems 
mit denen der entsprechenden vier Punkte des anderen 
Systems. 

Ihre Form giebt den Satz: Wenn irgend drei 

Punkte des einen und die entsprechenden drei 
Punkte des anderen Systems gegeben sind, so kann 
zu jedem vierten Punkte des ersten der entspre- 
chende des zweiten linear gefunden werden. 

Da dimeh die entwickelten Ausdrücke ebensowohl die 
Natur der Elemente beider homographiseben Reihen als auch 
ihre gegenseitige Lage vollkommen unbestimmt gelassen ist, 
so können nach den Erörtcningen des 1 . Artikels beide 
Reihen ebensowohl aus Elementen derselben Art, als aus 
Elementen verschiedener Art bestehen, d. i. sie können gleich- 
zeitig geradlinige Punktcreihon, oder Strahlenbüschel etc., 
oder cs kann die eine von ihnen eine geradlinige Punktc- 
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reihe, die andere ein Ebenenbüsehel etc. sein; und sie kön- 
nen andererseits ebensowohl ganz getrennt von einander, 
als auch innerhalb eines gemeinschaftlichen Ortes 
gelegen gedacht werden, d. i. zwei Punktereihen in derselben 
geraden Linie, zwei Striihlenbüschel in demselben Punkte, 
zwei Ebenenbüsehel in derselben Schcitelkante. Aber diese 
letztere Voraiissetzung fülirt zu der wichtigen Erkenntniss 
der Existenz von Doppelelementcn, d. h. von solchen, 
welche als Vereinigungen zweier entsprechender Elemente 
beider Reihen anzuschen sind, also von Doppelpunkten in 
zwei vereinigten projectivischen Reihen, von Doppelstrahlen 
Tind Doppelebenen in zwei vereinigten projectivischen Strahlen- 
oder Ebenen -Büscheln. Diese Doppelelcniente verbinden 
die Theorie der Projectivität mit der Theorie der Invo- 
lution, zu welcher sich die Untersuchung deshalb von 
Neuem zu wenden hat. 

4. 

Die Pnnktepa.are o,; o/; n,", or,”; a,"', a,'" etc. 

sind in Involution, wenn man hat 

I ^ i 

“i + “» «."+««", • • =0, 

il «I , “i' , "i" «t" , • • j 

d. h. wenn jede der aus drei Verticalreihen des 
hier umfassten Aggregats gebildeten Determinan- 
ten den Werth Nult hat; denn jede derselben giebt die 
involutorischo Relation der drei von ihr umfassten Punkte- 
paare. W'^enn aber diess der Fall ist, so hat man auch 

«I ) “i' , “i" , «fl'" 

«fj ) «f«' > «t" > «i" 

tt,u„ «fi"«t,", 

die Relation der Projectivität, denn diese Determi- 
nante kann in der Form 

I «I , n, , «I , «I 

1 «f|+«», «i'+«f»', n, «<i"'+«ff"’ 

I ß|«, , 
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pjesclirieben werden, welche die Involution aller der aus 
ihren Elementen zu bildenden Groppen von Paaren umfasst. 
Es verdient aber besonders bemerkt zu werden, dass die 
Dcterminauto 

I 1 , 1 , 1 , 

i , 

»» » “i‘ , «i" , 

"i , f'i"«»" , 

welche die Projectivititt der Reihen or,, er,', o,", und «r,, 
et,', o,", er,'" ausdrückt, nicht minder wie die vorige auf die 
involutorische Determinante 

et, , a,' , et," , et,"' 

1 , 1 , 1 , 1 

et, et, , et, ff,' , , «,'"et,"' 

rührt, dass somit unter der Voraussetzung, es seien 
ff,, ff,; ff,', ff,'; et,", o,"; 
involutorische Punktepaare, ebensowohl 

ffi, ff,', ff,", et,'" und et„ ff,', ff,", ff,'", 

als auch 

“d “«’) "»”) “t" W'd et„ «,', ff,", ff,"' 
projectivische Reihen sind; d. h. dass die Relation der 
Projecti v ität zwischen beiden Reihen nicht ge- 
stört wird, wenn man einen beliebigen P\inkt der 
ersten Reihe als der zweiten und den ihm ent- 
sprechenden Punkt der zweiten Reihe als der 
ersten angehörig betrachtet. Diess ist die bekannte 
chariictcristische Eigenschaft der Involution;*) und sie 
kann für nur drei Paare von Elementen ganz in 
derselben Weise ausgesprochen werden, denn für 
die aus den Elementen von drei Paaren et,, ff,; «,', et,'; t»,", n,"' 
gebildeten Reihen ot,, et,', et,", ff,; ot„ o,', et,", et, leitet eben- 
falls die Beziehung der Projectivität direct auf die der In- 
volution. Es ist 


•) Vci't;!. ,,.\niilyt. dcoin, d. Kpftelsrlm.“ Art. tfKl u. 125. — „Odo- 
nitUrlc «iiporieure** Art. 2H. 
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' , I . 

1 , 

1 


ffi , 

«i' , 

»1 

«1 

, ff, 1 

0^ 

ffl , ffl' , 

«r , 

ff, 

1 _ 

1 , 

1 , 

1 

* 1 

ff. , ff. , 

ff, , 

«1 1 


«i+"„ 

«i’+«.', ff 

^l"+".' 

, «,-i-ff. 


1 “l ff., ffl'ff,', 

ff, "ff,", 1 

ff, ff, 1 


ff, ff. , 

ffl'ff.' , 

ffl"“," 

, «1«, 1 



ffi , 

«1 


“i 

, «1— ff, i 






1 > 

1 

t 

1 

, f> 





ffi+ff«, 

ff.'+ff,', 

«i"+ff.‘ 

', 0 

y 

1 




1 “j > 

ffl' 

ff. , 


, 0 




(niimlich durch Subtraction der Glieder der letzten Reihe 
von denen der ersten) 


1 , 1,1 
or,o, , fr,'«,' , «,"«," 

Der Ausdruck der Gleichheit der Doppelschnittverhält- 
nisse der Reihen 

“i, «i', “i", «f« «nd «„ «,', «,", o, 

als die Bedingung ihrer Projectivität 

«I — «,' «, — «," «, — «,’ n, — «,” 

«,' — o, ’ «," — «, «,' — «, «," — «,’ 

oder («I— «i') («i"— ß.) (ff.'— «i) («»—«,") 

= (ff,— ff,') (ff,"-ff,) («,'—«,) (ff,—«,") 

giebt demnach auch eine Bedingung ihrer Involution. 

Man kann diese involutorische Relation in sehr ver- 
schiedenen Formen geben; eines der Mittel, dieselben zu 
erhalten, besteht in der Multiplication der Detenninanto 
1 , 1 , 1 
ffi+ff», ffi'+ff.', ff|"+ff." ='l 

«,«,, ff,'«,', «,"«," 

mit der Identität 

P, V* 

— — f», — v — (^—f*) (> — >’)(»'— 1). 

1 , 1 , 1 

Wenn man die Involutions-Determinante durch O, be- 
zeichnet, so hat man 

(1— p) (l*-»') (>'-i) = 

(t— o,)(X— ff,), (!—«,') (i— ff,'), (A-o,")(A-«,’) 

(fi— ff, )(ff— ff, ),(ju —«,')(,<— ff,'), (,,_tr,")(^-«,") 

(v— «,)(i— «,),(v— ff,')(v— «,'), (i— -ff,")(e— ff,") j' 
als die a 1 1 g e m e i n e F o rm der i n v o 1 u t o r i s c h e n R e 1 a t i o n. 
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Daraus entspringt für 


die Gleieluing 


X = a„ (X — 

Di (df,— v) (v-or,) = 


0 ,(«j— ff, ")(o,—or,") ^ 

(i— o,)(»— ff,), (r-«,') (i'-ff,'), (>'—«1”) (v— o,") I 


d. i. 

Di (ff, -ff,) = _ I 1. 

I ("x— «I ) («s— «. ), («t — “1 ) (“« — “t ) I 

Man erhält demnach die involutorische Relation in der 
Fonn 


(«I— ff,') («,— ff,') (ff,— ff,") (ff,— ff,") 

= (««— “1') “f') (“1— «1") 

oder 

ff, — ff,' ff, — ff,' ff, — ff,' ff, — ff," 

ff,' — ff, ff," — ff, ff,'—«, ’ ff," — ff,’ 

d. i. die schon betrachtete Gleichheit der Doppclschnittver- 
hältnisse der Tetraden aus drei Paaren. 

Man erhält ebenso für 


1 = 0,, fl = ff,', V = ff," 

die Relation 

Di (ff, — «,')((»,'— ff,") (ff,"— «,) = 

0 ,(ff,— ff,') (ff,— ff,'), (ff,— ff,") (ff, —ff,") I 

(ff,'- «,) («,'—<»,), 0 , (ff,'— ff,")(ff,'— ff,") i, 

! (ff,"— ffi)(«i"— “ 1 '• I 

aus welcher die Factoren («, — < ,') («,' — <»,") (ff," — o,) beider- 
seits verschwinden, so d.iss 

Di = (ff, — ff,') (ff,'—«,") (ff,"- ff,) 4- («,—«,")(<»,'— o.)(«t" — ff» ) 

wird, oder die involutorische Relation 

(«I— “t') (« 1 '— fft") (“t"— = — 1 
(ff,— ff,") (ff,'—«,) («,"—«,') 

sich ergiebt, welche inan wie die vorige z. B. im Art. 184 
der „G6om6trie supörieure“ findet. 

Vrenn eine beliebige Anzahl von Eleinenten- 
Paaren «,, «,; «,'; «,", «,"; o,'", o,"' etc. eine Involu- 

tion bilden und in Bezug auf irgend vier Segmente 
des Systems «, ff„ n,"'«,'" die zu einem 

durch die Wurzel o bezeichneten Element con- 
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jiigiert harmonischen Elemente o,,', s, a,,'" be- 
stimmt werden, so ist das Doppelschnittverhält- 
niss dieser letzteren unabhängig von derLage des 
ersteren, d. h. die Elementenreihe a,„ <r, a,,'" 
ist mit der einem anderen Element t harmonisch 
CO nju gierten Reihe t, ,, r, t, t,,'" proj ectivisch, 
d. i. man hat die Relation 

1 , 1,1 ,1 

/ ft fff 

Ölt > f Ölt f Ö| I 

t ff fff 

■*1» ) ^1« ) ^1 1 > r| , 


*1 «) ®i t ^1 f ) *1 « *^1 » > ®i t 


= 0 . 


Es gilt, die Identität dieser Relation mit der involuto- 
rischen der gegebenen Segmente zu erweisen. Dabei darf 
man, da die Relationen der ProjectivitUt und Involution 
durch Coordinatentransformation nicht gestört werden, die 
Lage der Elemente t und «, ohne an der Allgenieingiltigkeit 
des Beweises einzubUssen, dahin specialisieren, dass t = oo 
und 0=0 ist, d. h. dass das Letztere mit dem einen der 
festen Elemente des Coordinatensysteins zusanimcnfallt, auf 
welches das Gebilde bezogen ist. Unter diesen Voraus- 
setzungen hat man 

2 or, or, , 2 er, n, 

0 , , — — “ , 0 , ( — - - j , . . . , 

“i+“t “t+"« 

«i+"j » «1'+«*' 

*1 ? — 2 > — 2 > • • • > 

so dass die vorausgesetzte Gleichung die Form 


1 


1 


t 


O,«, , «|"V" 


= 0 


annimmt, welche, in ihre Partialdetcniiiiianten zerlegt, in der 
Gestalt 


+ 


1,1, 1 

a/a/ , Cf/* c*, , Cf, «2 * 

. . ' ' r 1 ; 1 

o, et, I „ 

H +"« > "1 +"i > “i + “j 

1 Cf, a, , Cf, Cf, , cfjOEj 

Fiedler, neuere Geuaiclrie u. 


Digitized by Google 



34 


+ 


n, '■+(»," 


1 

, 1 , 

1 

o,'"-f O,' 

", «!+“., 

»l'+ "t 

o,"'o,"' 

, “l “t , 

o,V 

1 , 

1 , 

1 

“l+Of, 



0,0, , 

o,'o,' , 

o,"a," 


= 0 


als eine unmittelbare (JonBcqiicnz der involntorischen Be- 
ziehung der gegebenen vier Punktepaare erkannt wird. 

Daraus entspringt der Begriff einer zur Involu- 
tion projectivischen Reihe, welcher einer der wichtig- 
sten der neueren Geometrie ist. 

Wenn endlich 

t;, sr 


wie früher die Doppelschnittverhältnisse der Reihe 

f r# /// 

Of„ , ct, , or, 

nnd 

d', d,", dr 

die der , 

sind, so geben die vier Paare von Reihen 


0 , 0 , o,a ; 0 , 0 , 0 ,« ; 

f !•» t tu 

«1, “i ) "i , “i ; «I, «I , «1 , «1 ; 

t tf ttt t tf tft 

^1) 5 5 

f H t ft ttt 

die entsprechenden Gruppen der Doppclschnittverhältnisse 
d , d , d f d^ 5 

s:, sr, tr-, <, dr, dr-, 

5.', &r, 3.'"; rf/, d.", d.'"; 

3j , 3j , dj d, , dj , dj 

mit den bedingenden Relationen 

a,'+a;'+3,"'=o, 

d|'+ d,"+ <" — 0. 

Mittelst dieser Letzteren erkennt man dann leicht, dass 
die Relation 


1 , 

1 , 

1 , 

1 

6’ 

d.' 

d/ 

3/ 

6" ’ V ’ 

d7' ’ 

d7' 

d' 

d,' 

d,' 

d; 

d" ’ d,"' ’ 

d." ’ 

da 

d'd' 

d,'d,' 

d,'d,' 

da'd,' 

dV" d,"d,"’ 

d,"d,"’ 

d/Va' 
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oder 


d"d", 3,"d,", 

d'd", Ä/d,", 3,'d.", 

av, a,"d,', a,"d,', 

a'd', a.'d,', 3,'d,', 


«,X' 

i>'d; 


= 0 



meine Ausdruck einer zwischen den vier Reihen 

^ w ff/ / ff fff t ff fff t ft fff 

0,0, n ,o ; 0 |,o, ,o, ,o, ; o„o,,e, ,o, ; «„Oj,«! , Oj 
und den vier entsprechenden 

a,a ,a ,a ; a, , i ‘ht » > 

bestehenden Abhängigkeit ist. Chasles hat dieselbe als 
eine Homographie der Reihen bezeichnet. Wenn sie 
statthndct, so kann man in der letzten von vier mal zwei 
correspondierenden Tetraden ein Element aus der Kenntniss 
der übrigen bestimmen. 


6 . 

Nachdem im Vorigen die hauptsächlichsten Theorien 
der neueren Geometrie in Bezug auf die Grundgebilde, die 
Punktereihen, ebenen Strahlenbüschel und Ebenenbüschel, ana- 
lytisch vorgetragen wurden, erscheint es nun genügend, daran 
zu erinnern, wie aus der Theorie der Grundgebilde 
die der zusammengesetzten Gebilde hervorgeht. 

Zwei projectivischePunktereihen in verschie- 
denen Geraden, aber in einer und derselben Ebene 
liegend, geben, als der Enveloppe der geraden 
Verbindungslinien entsprechender Punkte, einer 
Curve zweiter Klasse den Ursprung; weil für joden 
Punkt dieser Ebene den beiden projcctivischen Strahlen- 
büscheln > welche er mit den gedachten beiden Reihen be- 
stimmt, zwei Doppclstrahlen zugehören, die jedoch jo nach 
seiner Lage reell oder imaginär sein oder in einen einzigen 
Strahl zusammenfallen können. Die Punkte dieser letzteren 
Art gehören der Curve an und in Folge dessen berüliren die 
beiden Geraden der projcctivischen Reihen selbst die Curve 
in den Punkten, welche in einer jeden dem Durchschnitts- 
punkt der anderen mit ihr entsprechen. 

Ebenso bestimmen zwei projectivische Strah- 
lenbüschel in derselben Ebene aber von verschie- 

3 * 
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denen Scheiteln durch die Schnittpunkte ihrer 
entsprechenden Strahlen cineCurve zweitenGra- 
des, weil die beiden projectivischen l’unktoreihen , welche 
jede geradlinige Transversale mit jenen Büscheln bestimmt, 
je nach der Lago dieser Transversale reelle, zusaminen- 
f'allende oder imaginäre Doppelpunkte haben können; sie 
wird in den Scheiteln dieser Büschel von denjenigen Strahlen 
berührt, die in jedem der beiden Büschel der Verbindungs- 
linie seines Scheitels mit dem Scheitel des anderen Büschels 
entsprechen. 

Zwei geradlinige projectivische Punktereihen 
im Raume, — um diess nur kurz anzugeben — deren 
gerade Träger sich nicht schneiden, bestimmen 
durch die geraden Verbindungslinien ihrer ent- 
sprechenden Punktepaare das System der Erzeu- 
genden der nämlichen Art eines ein fachen Hyperbo- 
loids, dem jene selbst als Erzeugende der anderen Art 
angehören. 

Zwei projectivische Ebenenbüschel, deren 
Scheitelkanten sich nicht schneiden, bestimmen 
in den Durchschnittslinien ihrer entsprechenden 
Ebenen die Schaar der geradlinigen Erzeugen- 
den des einfachenllyperboloids, welchem je.neScheitcl- 
kanten als Erzeugende der anderen Art und diese Ebenen 
als Tangentialebenen angehören. 

Die Regelschaar des Hyperboloids wird zur 
Schaar der geradlinigen Erzeugenden eines Kegels 
zweiten Grades, wenn die Scheitelkanten der bei- 
den projectivischen Ebenenbüchcl sich in einem 
Punkte schneiden; etc. 

DieEbene, w eiche jo drei entsprechendeP unkte 
dreier auf verschiedenen Geraden im Raume lie- 
genden projectivischen Punktereihen verbindet, 
beschreibt eine Raum cur ve dritter Klasse und drit- 
ter Ordnung. 

Es ist bekannt, wie die erstgenannten Gebilde, die 
Punktereiho einer Kegelschnittslinie und das System der 
Tangenten einer solchen, das System der Erzeugenden eines 
Kogels zweiten Grades und das System seiner Tangential- 
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ebenen, — endlich das System der Erzengcnden derselben 
Art eines einfachen Hyperboloids — von der neueren Geo- 
metrie als Elementargebilde zweiter Stufe bezeichnet 
werden. Die unebene Curvo dritter Ordnung und Klasse 
und das ihr sich anschmiegendo Ebenensystem hat man seit 
der Begründung ihrer Theorie als Elementargebildc 
dritter Stufe, das System geradliniger Strahlen endlich, 
welches von den Tangenten einer solchen Curvo, d. i. von 
den Durchschnittslinien der auf einander folgenden Ebenen 
des vorher bezeichneton Systems gebildet wird, als Ele- 
mentargebilde vierter Stufe bezeichnet. Auch ist im 
Allgemeinen bekannt, wie von den Elementargebilden der 
Uebergang zu den zusammengesetzten Formen höheren Gra- 
des vollzogen wird, indem man Büschel von Curven und 
Büschel von Oberflächen in die Reihe der generieren- 
den Gebilde einführt. 

Die analytische Discussion aller dieser Theile der wei- 
teren Entwickelung liegt ausserhalb der Grenzen dieser 
Untersuchung’. 

Aus der Betrachtung der Grundgobilde entspringen die 
Theorien der llomographie oder Collineation und 
der Reeiprocität, die systematische Entwickelung der 
gegenseitigen Abhängigkeit der Figuren , in denen alle ent- 
sprechenden Punktereihen, Strahlenbüschel oder Ebenen- 
büschel homographisch sind. Vier Punkto und ihre ent- 
sprechenden, welche nicht in einer geraden Linie liegen, be- 
stimmen die Collineation ebener Systeme ebenso, wie vier 
gerade Linien und ihre entsprechenden, die nicht durch 
einen Punkt gehen. Vier Punkto, die nicht in einer ge- 
raden Linie liegen, und die entsprechenden vier geraden Li- 
nien, die nicht durch einen Punkt gehen, bestimmen die 
Reeiprocität zweier ebenen Systeme. Denn jedes fünfte 
Element der ersten Ebene bestimmt mit den drei je in einer 
Ecke oder Seite des gegebenen Vierecks enthaltenen Ele- 
menten ein vierstrahliges Büschel oder eine vierpunktige 
Reihe, welche dem entsprechenden Elementargebilde des 
zweiten Systems projectivisch ist, so dass in Folge dessen 
das vierte Elemente dieses Letzteren, linear construiert wer- 
den kann; Punkte werden so als Durchschnittspunkte ent- 
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sprechender Strahlen, gerade Linien als Verbindungslinien 
entsprechender Punkte bestimmt. Das Analoge findet statt 
bei der Bestimmung räumlicher collincarer und reciproker 
Systeme durch fünf Elemente des einen und die entsprechen- 
den des andern, welche nicht in einer Ebene liegen. 

Ebenso aber, wie die geometrische Construction in der 
angedeuteten Weise aus der Zusammensetzung der Elemen- 
targebilde hervorgeht, so ist auch die analytische Theorie 
der Colliiieation und Reciprocität die natürliche Erweiterung 
der analytischen Theorie der Grundgebilde; sie geht aus der 
Theorie der linearen Transformationen hervor, wenn man sie 
auf ternäre Formen als den analytischen Ausdruck ebener 
Curven und conischer Flächen und auf quaternäre Formen 
als den analytischen Ausdruck räumlicher Systeme anwen- 
det. Es darf für die Entwickelung, so weit sie sich auf 
ebene Systeme erstreckt, wohl hier auf die „Analytische 
Geometrie der Kegelschnitte“ verwiesen werden; die ana- 
logen Entwickelungen der räumlichen Geometrie lassen sich 
von denselben llauptgesichtspunkten aus leicht gewinnen.*) 

Um nur ein characteristisches Beispiel von der Art und 
Weise zu erwähnen, in welcher sich die analytischen Cha- 
ractere der Gnindgebilde auf die zusammengesetzten For- 
men übertragen, sei erinnert an das Dreieck der Doppel- 
punkte bei zwei in derselben Ebene gelegenen collinearen 
Systemen; es entspricht genau den Doppelpunkten der In- 
volution oder denen zweier homographischer Theilungen in 
derselben geraden Linie. Man weiss aus Art. 2, dass diesel- 
ben durch das Verschwinden der J a c o b i ’ sehen Functional- 
determinante der beiden binären Formen zweiten Grades 
gegeben sind, welche die Involution bestimmen, als das 
einzige mögliche Punktepaar, welches zu den beiden gege- 
benen Punktepaaren zugleich in harmonischer Relation ist. 
Auf ganz analoge Weise ergiebt sich das Dreieck der Doppel- 
punkte von zwei collinearen Systemen oder das Dreieck 
der sich selbst conjugierten Punkte von zwei Kegelschnitten 

*) Man vergleiche a. a. O. Art. 3TU zur l'eberaicht und Art. 4.5.3 bis 
470; man findet ebendaselbst die ZosamraonliHn^c mit den Methoden der 
Projectionen und dor rociproken Polaren, jono in den Art. 380 — 402, 
diese in den Art. 432—402 vollstündig entwickelt. 
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6'_=ü, S,— 0 

durch das identische Verschwinden der Jaco bi 'schon 
Functionaldcterrainanto der drei Formen S, S' und F, von 
denen die dritte durch Gleichsetzung mit Null denjeni- 
gen Kegelschnitt repräsentiert, welcher durch die Berüh- 
rungspunkte der acht gemeinschaftlichen Tangenten beider 
gegebener Kegelschnitte zugleich hindurchgeht, und welcher 
zugleich der geometrische Ort aller der Punkto ist, für 
welclio das Büschel der an die Kegelschnitte 
S=0, S, = 0 

gelegten Tangenten ein harmonisches Büschel ist.*) Diess 
Dreieck aber hat zu jedem der drei Kcgelsclmitto 
S= 0, S, ^0, 0 

die Beziehung, dass jede seiner Ecken die gegenüber- 
liegende Seite zu der in Bezug auf dieselben genom- 
menen Polare hat; eine Beziehung, in welcher bekanntlich 
die harmonische Relation wiederkehrt, da jede durch 
den Pol gehende Sehne in der Polare den dem Pol conju- 
gierten harmonischen Theilpunkt des Segments bestimmt, 
welches durch den Kegelschnitt in ihr bezeichnet ist. 

Eben diese harmonische Relation von Pol und Polare 
in Bezug auf einen Kegelschnitt ist aber eine sehr speciellc 
Folge einer anderen Erweiterung der analytischen Theorie 
der Grundgebilde, die hier noch kurz bezeichnet werden 
muss. Die in der Gleichung 

IS + fiS' 4- v.S'" = 0 

des Art. 3 enthaltene analytische Definition der Involution 
von drei Paaren von Elementen kann direct auf Curven 
und Oberflächen als zusammengesetzte Gebilde übertragen 
werden. Man darf drei Curven desselben Grades 
t; = 0, U' — {), U" ~ 0 

als in Involution bezeichnen, wenn zwischen ihren Gleichun- 
gen und den Constanteu X, g, v die lineare Relation 

lU + fiU' + vU" = 0 

besteht; imd man erkennt leicht, wie der von Sturm zu- 
erst bewiesene Satz,**) nach welchem alle die dem nämlichen 


•) Man vergl. a. a. O. Art. 400, Anfg. 3 u. 4; Art. 431. 

**) Oergonoe's ,,Annalea de Mathdm.“ t. XVII. 
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Viereck umschriebenen Kegelschnitte in einer beliebigen 
Transversale ein System involutorischer Punkte bestimmen, 
sammt den früheren von Desargues und Pappus, welche 
specielle Fälle von ihm sind, — dass die Punkte, in wel- 
chen eine beliebige Transversale die Gegenseitenpaare eines 
Vierecks und einen demselben umschriebenen Kegelschnitt 
schneidet, sowie die Punkte, in welchen die Gegenseiten 
und Diagonalen eines Vierecks von einer Transversale ge- 
schnitten werden, in Involution sind, — und den in der Be- 
ziehung der Dualität zu allen diesen stehenden Sätzen im 
einfachsten Zusammenhang mit jener Verallgemeinerung 
sind. Als einfache Fälle entspringen bekanntlich daraus 
die graphische Bestimmimg einer Involution, die Construc- 
tion der Doppelpunkte und des Ccntralpunktes derselben. 

Die Uebertragung derselben Grundsätze auf Kreise giebt 
die ganze Theorie der durch dieselben zwei Punkte gehen- 
den Kreise; die beiden andern gemeinschaftlichen Punkte 
sind dann die imaginären Kreispunkte im Unendlichen. Da 
somit die eine der Gegenseiten des Vierecks unendlich ent- 
fernt ist, so bestimmt die andere, d. i. die Chordale der 
Kreise, das Centrum der Involution. 

Fallen die Durchschnittspunkte beider Kegelschnitte 
paarweis zusammen, d. h. haben beide eine doppelte Be- 
rührung, so bilden die Berührungssehnen und das Paar der 
gemeinschaftlichen Tangenten die Gegenseitenpaare des ge- 
meinschaftlich eingeschriebenen Vierecks; in Folge dessen 
sind der Pol der Berührungssehne und der Durchnittspunkt 
einer beliebigen durch ihn gehenden Transversale mit der 
Berührungssehne selbst die Doppelpunkte einer Involu- 
tion , welcher die von jener Transversale in beiden Kegel- 
schnitten bestimmten Sehnen als involutorische Segmente 
angohören, und somit auf die Endpunkte derselben harmo- 
nisch bezogen. Daraus entspringt die harmonische Relation 
von Pol und Polare in Bezug auf einen Kegelschnitt. 

Endlich aber fülu't die Ausdehnung der so bezeichneten 
Betrachtungen auf Curven höherer Ordnung etc. zu einer 
entsprechenden Erweiterung der Theorie der Involution der 
Grundgebilde oder der binären Formen. Man erhält durch 
die Betrachtung der Schnittpunkte eines solchen Curven- 
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Systems mit einer beliebigen Transversale binäre Formen 
höherer Grade, welche Punktegruppen — ternäre, quaternäre 
etc., je nachdem diese Curven vom dritten, vierten Grade 
etc. waren — repräsentieren, die dann gleichfalls als in In- 
volution bezeichnet werden müssen. In der That gehen die 
Eigenschaften der elementaren Involution auf ein solches 
System über; man kann z. B. zu zwei Gnippen von Elemen- 
ten Bl'"' Ordnung 

t / i = 0 , t /'=^0 

in 2 (« — 1) verschiedenen Arten eine dritte Gruppe der- 
selben Ordnung 

U" = 0 

bestimmen, die mit jenen durch die lineare Relation 
kU+^U' + vU" = 0 

verbunden ist und zugleich einen Doppelpunkt hat — Dop- 
pelpunkte der Involution; man findet, dass in Bezug auf 
vier Gruppen von je m Punkten innerhalb derselben Ge- 
raden die Centra der harmonischen Mittel für einen Punkt 
dieser Geraden ein von seiner Lage in ihr unabhängiges 
Doppelschnittverhältniss bestimmen; dass in jeder derartigen 
Involution (m — 1) Punkte existieren, für deren jeden das 
Product seiner Entfernungen von allen Punkten derselben 
Gruppe einen von Gruppe zu Gruppe sich gleichbleibenden 
Werth hat — Centralpunkte der Involution; etc. Wie die 
elementare Involution dem Büschel von Kegelschnitten, so 
entspringt diese allgemeinere dem Büschel von Curven m"'' 
Ordnung, ihre Doppelpunkte sind z. B. die Berührungspunkte 
der (m — t) Curven des Büschels, welche die als Träger der 
Involution gegebene Gerade berühren. 

Die allgemeine Theorie der Curven und Oberflächen 
führt überall zu solchen Betrachhingen zurück, die eben 
desshalb hier nur anzudeuten sind. 
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II. Kapitel. 


Die Algebra der biuäreu Formen als Grundlage 
für die analytische Theorie der geometrischen 
Elemcntargebilde. 


Wenn in dem vorhergehenden Abschnitt zunächst die 
analytischen Ausdnicksfomien der Grundbegriffe und der 
hauptsächlichsten Theorien der neueren Geometrie gegeben 
wurden und wenn cs vorläufig genügend erschien, sie da- 
durch an die vorher bezeichneten allgemeinen Grundgedanken 
zu knüpfen, dass die Invarianten- und Covarianten-Natur 
der wesentlichen darin auftretenden algebraischen Ausdrücke 
a posteriori gezeigt ward, so bleibt jetzt übrig nachzuweisen, 
wie eben diese Ausdrücke mit Nothwendigkeit aus 
der algebraischen Theorie der binären Formen 
hervorgohon, und damit darzuthun, wie die rein alge-, 
braische Entwickelung der Formen nur der rech- 
ten Interpretation bedarf, um zugleich die geo- 
metrische Theorie der Formen zu erhalten. Diese 
Aufgabe lässt sich naturgemäss an diejenigen Formen der 
bezeichneten algebraischen Ausdrücke anknüpfen , in welchen 
sie mittelst der Wimzeln der gegebenen Gleichungen dargestellt 
sind; der Ueberblick über dieselben zeigt, dass sie von der 
Klasse der symmetrischen Functionen der Wurzeln 
sind, denn symmetrisch heisst jede Function mehrerer Grös- 
sen, deren Werth durch keine der möglichen Vertauschungen 
unter diesen Grössen geändert wird. Dio Theorie der 
symmetrischen Functionen der Wurzeln steht daher 
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am Eingänge dieser Untersuchungen, und beim Kückblick 
auf den Werth, den gerade die Ausdrucksformon der be- 
trachteten Invarianten und Co Varianten in Gliedern der 
Wurzeln für die geometrische Interpretation derselben hatten, 
während sie naturgeniäss zuerst als Functionen der in den 
gegebenen Formen entlialtcnen Coefficionton gebildet wurden, 
erkennt man, dass sofort damit verbunden werden muss 
die Theorie der symmetrischen Functionen der 
Coef ficienten. Daran schliessen sich alsdann andere 
Theile der Theorie binärer Formen natürlich und unge- 
zwungen an. 

L Zw Thtwie der sjMmetrischei FsnetisHea. 

6 . 

Es ist bekannt, wie die Coefficienten der Glei- 
chungen selbst die einfachsten symmetrischen 
Functionen ihrer Wurzeln sind. Wenn im Anschluss 
an die früher gebrauchten Bezeichnungen durch 
(a„, o,, a„ ... o»5x,y)" = 0 

die Gleichung und dimch a„ a„ . . . n, ihre Wurzeln d. h. 
die Werthe von — bezeichnet werden, welche dieselben zu 

y 

einer Identität machen, so hat man die bekannten Rela- 
tionen 

— i 

— — “l««+«l«3+—+«|««+«.“3+«i"4+— +«s“« + — 

— ; 

«0 

= X<ir,a,or,; etc. 

I 

+ — — — “») 

in denen überall Og=:l gesetzt werden darf, ohne die All- 
gemeinheit zu beeinträchtigen. 

Die hohe Bedeutung, welche die symmetrischen Functio- 
nen (zunächst der Wurzeln) in der Algebra haben, entspringt 
aus einer Reihe wichtiger allgemeiner Eigenschaften derselben. 
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Für das StudiTim dorsciben darf man sich auf die gan- 
zen rationalen symmetrischen Functionen, und 
unter diesen wieder, weil aus ihnen alle anderen durch Zu- 
sammensetzung gebildet werden können, auf die homoge- 
nen symmetrischen Functionen beschränken. Als die 
einfachsten derselben erscheinen diejenigen, in denen jedes 
Glied nur eine der Wurzeln der Gleichung enthält, d. h. die 
Summen der gleichen Potenzen der Wurzeln. Die 
zu ihrer Herechnung führenden Formeln hat bereits Newton 
und vor ihm (1629) Girard gegeben; unter Anwendung 
des kürzeren Symbols s, statt 2;«,' für die Summe der /''■ 
Potenzen sämmtlichcr Wurzeln sind sie die folgenden: 

2 n,-fa, ~0, 

•1 »3 + "i *1 + ®i •’« + "o*3 — b. 


lat + a,^,s^ + ... +a,tf^+a,s,_, + a„s,=-(i.*) 

Wir geben eine Ableitung derselben, um in ihr gleich- 
zeitig einige für das Folgende wichtige Priricipien auszu- 
prägen. 

Wenn wir die gegebene Gleichung in der Form 
durch 

/•(x) = 0 

und ihre Wurzeln durch or,, «tj ••• “«> sowie durch f" (x) 
ihre erste Derivierte bezeichnen, so gilt offenbar die Re- 
lation 


♦) Es iTiAp hierbei bemerkt werden, da««, vom NHchatfolpcnden ab- 
fifcaehen, in dor letzten der vorgfesetzteii Kelatioiicn der Iudex i als eine 
von dem höchsten Exponenten n der Gleichung uuabhUngige ganze Zahl 
angesehen werden darf; Allgemein gilt die Holation 

OnSi + — I + • • • d" fl| ^«4 •— I 11, 

wie man am leichtesten zeigt, wenn man die vorgclegtc Gleichung, die 
in der Form 

+ * + • .. 4-flH = 0 

vorausgesetzt sein mag, mit x* muUipliciert, in das Product nach einan- 
der die n Wurzclwcrthc der Gleichung eiiisetzt und die Substitntioiis* 
resultate addiert. Dasselbe Resultat bleibt auch für negative i gUUig. 
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^ X — B, X — B, J— Bj J— ß, 

and anderseits 

f'(x')~nx'‘ ~' + (n — I)B| . . +(n — t)o, + . . . 

Die Quotienten , etc. können aber nach allge- 

J* ff| 

meinen Regeln entwickelt werden. 

Wenn das Polynom 

x’-J-o, x"~' -f«, . . +a, 

durch (x — b) dividiert wird, so sei Q der Quotient und Ä 
der von x unabhängige Rest der Division; dann gilt die 
Identität 

X' + BiX’-' + O.X" ’+... +«,~P(x--//)4-Ä 

und man erhält fiir x--—b 


d. h. der Rest ist der fiir die Substitution x = 6 entspringende 
^Verth des Polynoms. Man findet durch Einsetzen dieses 
Werthes in die Identität 

X"— 6" + a, (x»-'— A"-') + a, (x’-*— *"•»)+... 

-f o,_, (x— A)=(t(x— A), 

und nach der durch die Form der linksstehenden binomi- 
schen Ausdrücke leicht zu vollziehenden Division der ganzen 
Gleichung durcdi (x— 6) 

x"~'-|-Ax*'*-j-A’x''~’-l- . . . -f- 
-|-n,(x’-*-J-Ax'’->-|-A*x*-^-|-... -f-A"-’) 

+ ■•• ••• +On—l~Q, 

oder 

(t— x'’” '-f-(A-f-o,)x"~’-l-(A’-|-Ao| -j-o,)x"~’ 

-f(A>-f A'o,-f-An, 4-a,)x"-‘-f-... 

+ (A—'+ 4— «„,+6» 

Das Gesetz der Coefficienten dieses Ausdrucks ist leicht 
zu erkennen; der erste unter ihnen ist die Einheit, jeder 
folgende wird durch Multiplication des vorhergehenden mit 
A imd lliuzufügung des Coefficienten des Polynoms gebildet, 
welcher dem entsprechenden Gliede des Polynoms an- 
gehört. 
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Auf unsem Fall angewendet, gicbt diess die Formeln 

+ («1 + Oi ) +(ai’+Oi“,+a,)T^-*+ 

X CT| 

V — =^~' + (“.+«i)®"~* + (o.’ + o.“i+“.)»"~’+ •••, 

X — Ctf 

etc., 

und durch Addition derselben 

f'(x )i=n X*-’ + (s, +no, )x" -• + (j, + a,S| + «o,)x"-‘ + . . . 

+ (*,+ a, + . . . + n<i,)x^- ' 

+ etc. 

Die Vergleichung der entsprechenden Coefficienten in 
diesem Ausdruck und der ersten derivierten Gleichung 
f' (x)= nx"~' + (n — l)o,x"“*+(» — 2)o,x*~*-f- . .. 

+ (n — /)a,x"“'~'+ etc. 

liefert die Formeln von Newton-Girard, wie oben, wenn 
man nur wieder herstcUt. 

Man bestimmt daraus sofort durch bneure Elimination 
den Werth von t, als Function der Coefficienten. 

Nach der Cramer’schen Regel erhält man für das 
System 

“l“^o^i"l"roX, -p . . . — ' ^oj 

o,x,+A,x,+c,x,+ ... =£i, 


+ =J|1 

die Auflösungen 

£o> Kl •’o ) • ' • 

ll ) ^1 > ^11 

Äx, ■ ■ ■ 

£itf f*ni ^ni 

^01 Io J • 

) fn ‘’l » ' 

Äx, = ' ' ' etc., 

®ii> 4», r„. 
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wenn durch fi die Determinante der Coefficienten des 
Systems 

^o> ’-ts) • • • 

®i ; *-1 > 


I U|i> f>n) r«) 

bezeichnet wird. 

Für das vorliegende System 

«0 »I 

a^ s, + a„ s, 

“« *l + "l *I+“o *3 


= — 2 / 1 , , 


= -3,7. 


a, _,S,+ / 7 /_, 4 , + / 7 , +V 7 = — <<»7 

ist die Determinante der Coefficienten 
In», 0 , 0 , 0, . . . « 


Ä = 


n, 


0, 

0 , 


' ® 7 — I, n,- t, “/^ 3 ) 
und man erhält somit 


= (4)V"”- 


0, 0, (t, 

«0, 0 , 0 , 

0„: 


a 


tf 


0 , 


. 0 

. 0 

. 0 


»> ^f—4f 

Es ist also boispielswcise 
: f- ly. 1 , «0 (n,*-2n^,), 

\ V I 2 "., ^ ^ ^ 




tf, , tf„, 0 
2ff,, fli, fl, 
3flj, Ojf fl, I 
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«1 3 

^Qt 

O 7 

0 

2a„ 

"i, 

«Ü7 

0 



«17 

« 

4fl„ 

«37 

«17 

« 


1 

ntc. 


Man zieht aber aus denselben (iirard’schen Formeln, 
wenn man sie in der Ordnung 

Vi +«i = 0, 

"A + + «8»l + 3«s = b, 




+ o,_,*,+/a, — 0 


schreibt, durch Anwendung derselben Eliiulnatioirsregel diese 
andere Relation zur Bestimmung eines Coefficienten aus den 
Summen der gleichen Potenzen der Wurzeln 




S|, 1 , 0 , 0 , . . . 0 

s„ s,, 2 , 0 , . . . 0 

3 , . . . n 


*/, 1, 3> *1 I 


beispielsweise 


i . 2 . 3 ■ 


*1) * > b i ^ 

S». S|, •-J = — 7-.° 

e. 8. - I . , .1 


s, , I , 0 , 0 

^0 j b 

1.2.3.4‘ s„ s„ S|, 3 

*0 *3! *»> *1 


1.2. 3. 4 


(s,‘— ns,’s,+H.«,s, 

+3.1,'— ö»,) etc. 


Jede dieser Formeln w’ird durch Einluhning der vorigen 
Werthe. der *, zu einer Identität, ebenso wie jode der vori- 
gen Formeln durch Einführung der Werthe der a,. Die 
Gegeneinanderstellung der allgemeinen Formeln der s, und 
a, begründet den Gegensatz und die Analogie, welche zwi- 
schen den symmetrischen Functionen der Wurzeln und denen 
der Coefficienten überall besteht. 
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Die Berechnung jeder anderen zusaniniengcsctzteren syin- 
metrischen Function der Wurzeln lässt sich auf die dieser 
einfachsten von allen, der Suinmcn gleicher Potenzen, zurUck- 
führen. Jede solclie syininctrische Function kann, wie die 
Sninine gleicher Potenzen in der Form 

s, = i’o,', 

in der Fonn 

o/f ... • 

ausgedriiekt werden; als eine Summe von Gliedern, in wel- 
cher jedes einzelne dieselbe Anzahl ver.schiedener Wurzeln 
als Faetoren enthält, deren Exponentensuniine überdiess in 
allen Gliedern constant ist. Diese Festsetzungen liefern 
leicht für die symmetrischen Functionen der verschiedenen 
Stufen die-Identitätcn 


I, I, 




/, I, /, /, 


*1 *1 *1 I « ^ » 

s • ”i“ * 


^1 ft h fi 


/, + /4 


1 ^ ft f^ . , f\ ff 


/, /, /3 /, /, tn-2 /« 

S fff tf, ••• er -Oa •« •«„ 

/n H— 1 n — ‘i 


ff f% — I 'I 

-f-S r/, ...fr , . • si?«, «3 • • • fr +- 

<! + *« n— I ffTtn 






V, 


/| tf in - 2 


fn—\’¥fn n--2 

so dass die B<^rechnung der .svmnietrischen Functionen aller 
höheren Stufen aus den bekannten der niederen Stufen und 
also zuletzt aus den bekannten Summen gleicher Potenzen 
hervorgeht. Man hat beispielsweise 


<»» •* 

‘I b 

/. t, u 


i+b’ 


b-“*b+b^“’b+b' b“Vb-*/. 


b I, 


b+b b b+b b 


.s F 2 s 


b+b-tb 


etc. 


Fiedivr, nrurie CvoniHnc u. .\li;tbia. 
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Dabei verdient es wohl der Erwähnung, dass z. B. 
durch die Voraussetzung /, =/, aus der Definition des Symbols 


der Werth der symmetrischen Function 

0 0 
n, CI, 

und für <,=/, = <, aus eben derselben der Werth von 
2.32:o/'e/'n/‘ 

hervorgeht, so dass man die spcciellen Formeln erhält 

2:0, ff, ff, 

■^“1 »t "s Vi’/i't" 


Im Uebrigen darf auf eine zwar alte, aber noch immer 
vortreffliche Darstellung dieser Theile der Theorie der sym- 
metrischen Functionen der Wurzeln verwiesen werden, in 
M. Hirsch’s „Sammlung von Aufgaben aus der Theo- 
rie der algebraischen G leichungcn.“ (T. ISOO.p. 1 — 55.) 

Abel Transon hat ein elegantes Verfahren gegeben, 
die symmetrischen Functionen zu entwickeln, an welches 
sich ziigleich die weiteren Betrachtungen anschliessen.*) Die 
folgende kurze Darstellung desselben beruht mit der oben 
gegebenen Ableitung der Ne wtou-G irard’sehen Formeln 
auf denselben dort näher erörterten Voraussetzungen. 

Repräsentiert das SjTubol f(x) die Form 

(®in 1}" 

)ind f'{x) ihren ersten Difterentialquotienten, so ist für eine 
beliebige ganze Function ip(j) 

/•'(j).< p(j)_ qp(j) ^ (p(j-) ^ ,f(x) ^ qp(j-) 

f(x) x—a, x—n, x—ag X — o„ 


wo g>(x) eine ganze Function von x ist, deren Grad uni 
eine Einheit geringer ist, als der von cp. 


*) Man vcrgl. „Noiivcllos Aimnlcs de Mntlie’ni.“ f. IX oder „Arcliiv 
<lcr Matlieniatik und I'hjHik“ Hd. XVI. p. 171. 
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Um also die symmetrische Function 

' , I ■ 

i'i ?>(«•) 

R 

zu erhalten, entwickelt man 

/■'(jU y( j) 

f(') 

nach fallenden Potenzen von x und nimmt den Coefficienten 
von ‘ 

Man gelangt zu der symmetrischen Function zweiter Stufe 

I 

indem man aus f(x) durch Division mit (x — o,) das Poly- 
nom f,(x) bildet, dessen Wurzeln a,, n,, . . , sind, und den 
Coefficienten von x,~' in der Entwickelung von 

fl (•'"i) 

bildet. Desgleichen erhält man für die Function 

I 

n 

den Coefficienten von x,— ' in der Entwickelung von 
ft (^t) * 

fti^t) 


t cj-) 


i.st, etc. 

Stellt man aber 
durch 


f\x) . (f(x) 


A,,x"' -j- A,x"'~' 

dar, wobei (p(x) vom Grade t ist, während 
/■(x) =o^x" -b OiX""“* -f- • • • 

ist und 

'~^j(xy~ ~ ^o'x"-" -t- .i/x— «-■ + ■.. + -i/x»-»-', 

BO kann man diess Verfahren in eine sehr einfache Form 
bringen und zugleich ein wichtiges allgemeines Princip darin 
ausprägen; denn man hat nach den gemachten Voraus- 
setzungen 

4* 
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^ 0 » ^ ^ -'Io 

, "l» «u j 7 

J I , //] j (/q y Af 

*'ü 

I * * * * 

1 t ( j ^l—iy 

Man findet alsdann die syininetrisc-he Function <p (t) 
vom Grade i, wenn man den Gotd'ficienten A,' bestimmt, für 
welclien 

m — n — 1 ~ — 1 
ist. 

Für 

(p(x)^^l 

erliält man in , 

f\^) 

n-r) 

die SnmniP der gleichen Potenzen der AVnrzeln; .also wegen 

. 4 „ = — 1 )«,, A, = [m — 2 )«j. . . . 

«„,0 , (» .... *» fl „ 

«I, r/„ , 0 . ('» — l)«i 


<7/, o,_,, . . . (tn~l)ii, 

d. i. 

I 0 , fv 0 , . . . 0 

a„ (i„ u„ , 0 

/ 1 \'+M "«• "o • " 

(“-3 : ; : : 

I / 7 //j ftty ... 77 , 

welches durch Unterdrückung der ('oluniiie a^, a„ n„ . . . n/ in 
<lie Relation fihergeht, ilie im Anfang des Artikels gegeben ist, 
nändich in 

7 /„ 77 „ , n .... 0 
2 t 7 „ 77 , , 77 „ , . . . n 


tftf, 77,_,. ... 77, 
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7. 

Dio Bo rochnmig soU'ber Fuiictionon nach don vorher 
gegebenen allgemeinen Formeln ans den .Summen der glei- 
chen Potenzen etc. in Ansdrilcken der Coeffieienten der 
(ileiebung bliebe aber immer eine Arbeit von ersebreeken- 
der WeitliUifigkeit, wenn nicht gewisse merkwürdige Eigen- 
schaften der symmetriselien Functionen die.selbe 
wesentlich abznknrzen erlaubten, indem sie die Bereelmung 
aller derjenigen Glieder ers])aren, welche im Endresnltat 
wieder verschwinden, während sie in den Zwischenrech- 
nnngen einen höchst beschwerlichen Ballast bilden; man 
verdankt die Kenntniss der hauptsächlichsten unter ihnen 
Abel Tran soll, Caj-ley und Brioschi. Sie sind hier 
um so wichtiger, als sic mit dom Späteren in sehr naher 
überall hervortretender Verbindung stehen. 

Die allgemciiio GliMcluing u"’” Grades sei in der Form 

j"-' . .. 

vorausgesetzt, so dass 

"u -- ' 

oder die ganze frühere Gleichung mit o„ dividiert und der 
(Quotient jedes Coeffieienten derselben durch a„, durch den 
gleichnamigen Coeffieienten der jetzigen Gleichung, ersetzt 
gedacht ist. 

Alsdann ist die allgemeine symmetrische Function der 
Wurzeln durch das Symbol 

b b b 

£7} £73 . . . y 

und insofern sic eine Function der Coeffieienten der Glei- 
chung ist, durch das analoge 

2.( n, ff, II, ... 

dargestellt, so dass man hat 

„ b b r, r, t, 

2.0, Of a, ... 2,1 II, ff, ff] ... 

Für die allgemeine symmetrische Function der Wurzeln 
gilt aber der Satz: Die Fiinetion der Coeffieienten, 
welche die besagte symmetrische Function der 
W'urzeln repräsentiert, ist von einem Grade, wel- 
cher mit dem höchsten der in der letzteren aiif- 
tretcndeii Exponenten der Wurzeln übcreinstimnit, 
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und zwischen den Indices i der einzelnen Coeffi- 
c i c n t e n und den Exponenten t< , mit denen sic in ein 
Glied derselben eintreton, besteht zu dem Expo- 
nenten < der syininetrischen Function die Relation 


ZiTi~ Zij, 

wobei sieh die Summe links auf alle Indices und Exponen- 
ten bezieht, die in irgend ein Glied der Coeftieientenent- 
wickeliing der symmetrischen Function der Wurzeln ein- 
gchen, die Summe rechts aber auf die Exponenten dieser 
letzteren selbst. 

Es liegt in der Natur dieser Relation, da.ss der Coeffi- 
cient derselben fremd ist, weil das demselben entsprechende 
Glied der Summe £ixi den Werth Null hat. Die Coeffieien- 
tenentwickelung würde aber offenbar bei der A\’icderein- 
•führung dieses Cocfticienten die Form 


Sety e, n, 




£Ca,y 


annehmen, in welcher t den grössten der Exponenten /,■ be- 
zeichnet, welche in der symmetrischen Function der Wurzeln 
anftreten. 

Man hat jene Summe der Producte aus den Indices in 
die bezüglichen Exponenten eines Gliedes der Function 

r, -h 2 t, -P .3rj -p .. . -pMr„, 

wegen der hervorragenden Rolle, die sie in allen verwand- 
ten Untersuchungen spielt, mit einem besondem Namen be- 
zeichnet: sie heisst das Gewicht der P'unction. 

Jede symmetrische Function der Wurzeln ist darnach 
als Function der Coeffieienten der Gleichung, abgesehen von 
einer als gemeinschaftlicher P'aetor auftretenden Potenz von 
in allen ihren Gliedern von demselben der Exponenten- 
summe der symnietrisehen Function Zt j gleichen Gewicht, 
sie ist überdiess homogen und von dem Grade des höchsten 
unter diesen Exponenten der symmetrischen Function. 

Schon die Betrachtung der früher für die Summen glei- 
cher Potenzen gegebenen Formeln kann zur Bestätigung 
dieses Satzes dienen, dessen allgemeiner Beweis übrigens 
ohne Schwierigkeit ist. Man fand z. B. 
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pine lioinogcne Function vom Grade und vom Gewicht vier, 
weil bei der Summe gleicher Potenzen t und Etj iden- 
tisch sind. 

Der Werth des Satzes für die Entwickelung beliebiger 
symmetrischer Functionen der Wurzeln ist leicht zu er- 
kennen; man ist durch ihn in den Stand gesetzt, die allge- 
meine Form der Coefficientenentwickelung, welche einer 
solchen entspricht, unmittelbar anzugeben, so dass nur übrig 
bleibt, die numerischen Coefticionten , welche die einzelnen 
Glieder derselben behafton, zu bestimmen. Sei z. B. gefor- 
dert, die symmetrische iMinction 

zu entwickeln, so ist der Grad der Entwickelung = 3, ihr 
Gewicht = 5; sie muss demnach bis auf einen gemein- 
schaftlichen Factor von der Fonii sein 

"o’ 

für welche überdiess die Coefficienten A, B, C, /), E leicht 
zu ermitteln sind. 

Der Beweis des Satzes fliesst aus der einfachen Be- 
merkung, dass die Coefticienten der Gleichung 

in Bezug auf jede einzelne ihrer Wurzeln lineare Fimctionen 
sind, so dass man setzen kann 

wenn mit a, der betrachtete Coefficient, mit a, die gewählte 
Wurzel und mit sfr, die Functionen der andern Wur- 
zeln bezeichnet werden, welche respective mit dem Factor 
Ur und ohne denselben in den Ausdruck des Coefficienten 
eintroten. Durch Substitution erhält man alsdann 


„ I, „„ »I U rs r» 

2.0, B, «3 - , = 2. f a, e, . . . «n 

, II) (!) , a, )S) r (2) (2) 

= 2T.|j/, Or + yr j . jjfr | «r + iV, j , 


so dass der grösste Exponent der beliebigen Wurzel Or, 
welcher mit dem grössten unter den Exponenten der sym- 


metrischen Function der Wurzeln nothwendig identisch sein 


muss, durch die Summe der Exponenten 
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T| + T, + . . . + l" 

ropräsentinrt wird. Die symmetrische Function der Wurzeln 
ist daher homogni und vom Grade /, des grössten unter 
ihren Exponenten, in den Coeftieionton. 

Wenn aber die Wurzeln der vorgclegten Gleichung 
sämnitlieh den Afaehou Werth annehmeu sollen, so müssen 
ihre Coeflieienten die Werthe 


kii„ k'fi„ . . . 

respeetive annchinen, imd in die hier betrachtete symmetri 
sehe Function der ^Vu^zeln 

2r(,b . .. 

würde die Potenz 


ü+^+/,+... 

k 

als gemeiu.schaftlicher Factor aller Glieder eintreten. Das 
erstere hat aber in dem bereits als homogene Function der 
Coet’tieicnten vom Grade t erkannten Ausdnick 


£Cii^ n, ... Un 

und seinem Aequivalent 

(II II) r, , (5) (!) r, 

XC I «, + AV j . j «, + AV j •.... 

die Folge, dass der Factor 

r,4-2r,+3rj... +nr. 


(») tu 

flr «r+ V 1 


in allen (iliedem liinzutritt. 

Soll also die Identität desselben mit 
„ ') ^ b 

X«^ ci, a, . . . 

nicht gestört werden, so muss man haben 

b + ^ + t, + ... =rr, + 2r, + 3T, + ... +nr„, 
d. h. die Function der Goefticienten ist nothwendig in allen 
ihren Gliedern vom Gewicht Xij. 

Dieser Satz erscheint für sich allein ausrei- 
chend zur Ermittelung beliebiger symmetrischer 
Functionen, w e n n man eine zur B e s t i m m u n g der 
in dieselben ein treten den numerischen Coef fielen - 
t c n hinreichende Anzahl von (i 1 e i c h u n g c n mit 
bekannten Wurzeln zuzicht. 
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So können die numerischen Cocfficienten der symmetri- 
schen Function 

2b,*o,*= + Bo„a,cr, + Ca^a,a, + /)fr,a,*+ Kn'n, 

mittelst der Anwendung dieses Ausdrucks auf die fünf Glei- 
chungen 

X* — 2x-}-I=0, oder (x — !)’ =0; 

jJ— x + l=0, - (x— l)’(x— 1)=0; 

X*— 3x*-f 3x— 1=0, - (x— 1)* =0; 

X* — 4x*-f0x* — 4x-|-l=0, - (x — 1)‘ =0; 

x‘— 5x‘-fl0x* — lOx’-föx— 1=0, - (•!•— 1)® =0 

bestimmt werden; da die betrachtete symmetrische Function für 
diese Gleichungen die mit ihnen in derselben Zeile der folgen- 
den Tabelle zugleich mit ihren bezüglichen Coefficienteu ver- 
einigten Werthe haben, 


Gleichung. 


()=x*— 2X-I-1 

x’ X-J-1 

tt^x»— 3x’-|-3x— I 
0=r' — lx*-l-0x’ — 4x-}- 1 


0=x*-5x*+10x’-10x*-s5x-lL.l,H-l,+l,f 1,4-1 


W u r z e 1 n. 


k-1,+1 
1 + 1 , + 1—1 
+I,+1,+1 
|+i,-H,+i,+l 


c 

oeffic 


Ute 

n. 



«t 

"a 

"4 

«5 

1 

—2 

1 

0 

0 

0 

1 

-1 

— 1 

1 

0 

0 

1 

-3 

3 

— 1 

0 

« 

1 


0 

— 1 

1 

0 

1 


10 

-10 

5 

— 1 


so erhält man die fünf Bedingungsgleichungcn 
2 = — 2ß, 

2~.-C—D + E, 

0 = — 3C— 27Ö — OF, 

12 = — 4fi — 24C — 144Ü — 01 F, 

20 = — ,4 — 25 ß — 100 C — 500 W — 230 F, 
und daraus die AVerthe 

fl = — 1, F=-|-2; r= + l, ß=— 5, A--=5, 
so dass man hat 

Zo,’a,* = 50o’<'5 — + o„a,«3 — «,a,* + 2a,*n3. 

Zu solcher Berechnung führt aber auch eine von Brios- 
chi angegebene Eigenschaft der symmetrischen Functionen, 
die noch entwickelt werden mag. 

Jede symmetrische Function <p der AVurzeln 
einer Gleichung 

aoX" + a,x"-'y + --- + «ny — 0 

gOnügt der partiellen Differentialgleichung 

<^<P , j , , <irp tirp 

d^7+/"‘ + • ■ • + "'■-bK 


0 . 
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Der Beweis, welchen der Entdecker von derselben giebt, 
ist folgender: Die symmetrische Function cp der AA'iirzeln ist 
eine Function der Summen der gleichen Potenzen derselben, 
und diese sind Functionen der Coei'ficientcn , sowie diese 
letzteren Functionen der ersteren Putenzensummen. Man 
hat also 

dip 

• (iSi 


ilq> llri, ilip (Ul, ilrp (Ui„ , 

rfs7+--- +ÄT„ s; 


(Utj doj da, diij da, ^ 
dsj (U(, dsj 'da, dsj 'da„ (Isj ’ 

überdicss ist aber nach dem Zusammenhang der Coeffieien- 
ten mit den einfachsten symmetrischen Functionen der Wur- 
zeln oder nach der Zerlegung der Gleichung in binomische 
Factoren 

“o(^— «I») (•^-«»») • • • 


da 

dai: 


- — — (aj-,+aj_,ai, + nj_,a,,’+ ... + n, of>-» -k aj,-'). 


weil ^ der mit umgekehrten Zeichen genommene Ceefti- 
cient des Gliedes x”--i in der Entwickelung 


("o. • • • 1 )" 

(x—aj) 


ist. 


Daraus findet man 

wo sich das Summenzeichen auf alle ganzen Werthe von k 
von 1 bis n bezieht, oder auch 

rfflj ds, . ds, 1 dsi 1 dsi 

+ +7'^- 77+- +7 TT* 

Daraus aber efgiebt sich für 

/r > I sofort //,_,■ , 


k = i - 


da; 

77' 


1 


A<. 


da; „ 

” 77"^^' 
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80 dass die durch die gegenseitige Abhängigkeit der cp, s, a 
gesetzte Gleichung 

dcp drp da, ^drp ^dir di„ ^ 

dsj da, dsi da, rfs,- ' ’ ' da„ dSj 

in die behauptete übergeht 


dcp 

dai 


+ "i 


dcp 

da 


+1 


+ "t 


dcp 

da,. 


'+t 


-J-. . . -f- «n- 


dcp 
' da„ 




Diese Differentialgleichung liefert Beding- 
ungsgleichungen zur Bestimmung der in die sym- 
metrische Function eingehenden numerischen Co- 
efficionten, voriiusgesotzt, dass die einfacheren 
8 y mmctrischen Functi 0 nen bereits bekannt seien. 
An einem Beispiele mag ihre Anwendung in dieser Richtung 
dargelegt werden. 

Die symmetrische Function 

muss in Function der Coefbeienten vom (Jrade 4 uud vom Ge- 
wicht 9 sein, ihre litteralc Fonn ist daher nothweudig 

+ {>a,'a,a,-^ Ka,a,^a, 

+Sa,a,a,'+ Ta/a,. 

Sic ist anderseits in Function der .Summen gleicher Po- 
tenzen 

“ *4 * J *« *; *f *6 *ä *4 "t" S- 

Nach dem B ri oschi’schen Satze erhält man für i =9, 8, 7 ... 1 
die Differentialgleichungen 

dm dm 

- 0 , 


da^ rfVp 


dw dm dm 

-7^+«, ,-+8/ = 0, 
««» de, fl.% 

dcp dcp d.p , _dcp 

- ■ -f- a ,- — p a,~— -p 7 --~0, 
da, da., rin, dg, 


1 ) 

2) 

3) 


drp dm dm 

V/rt, 

, dm , firn . dm . dm . . dm . dm 

+ "»— + "4^r+ "4X.-+ "«x: + "4zr+ + 


da. 


‘da, ' 'da, ' 


da, 


da. 


(14, 


:0. 9) 
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Nach (lor gegebenen litternlen Norm ist aber für o„=l 


— Cff,+ Fa,’, 


Zr"-" 


(i(p 

(hl. 


= /tf/j+CrV/,«,+ jY«,\ 


dtp 

da, 
drp 
da, 
dtp 
da, 

— " 2 frt,n, + /.n*«3 + «8*, 

a(l^ 

ürtjN Wn,(/j+/.«,rt3+3 I/«3’+ (trt,’n, + 2.Sn,«,«,+ Ta,^, 

da, 

— = rn7+6’rt|ff,+2Äajfi3+/.ff,«, + /’(7,'ffs+2fi«,(/,«4+.S(/,n3* 

rf«. +3 7a.» ff „ 

= ß«8+2 F«iff7+7<'fflffo + f/"3"i+f"4* + 3 'Y«,’ff8 + 2rff,ff,ffs 

+ 2(7ff,ff3ff4 + 

und man bat überdiess 
d(p dip 


(hp 

dt 


drp 


d.i. 


drp 

dig ’ ds^ ’ dsj 

d(p d<p d(p 

Die ersten fünf der ol)igen Differentialgleicbmigen werden 
somit dnrcli Einsetzen zu folgenden 
/fd-l8=0, /7ff, + .l0i — 0, 

fV/jd- Fff,' + ßO|’+ dffj — 7 (ff,’— 2 ff,) =0, 

/7ff jd-6'ff,ff, + ;\ff,*+ ff, ((’«,+ Fff,*) -j- ßff |ff, + .Iff3 

+0(ff,*— 3ff,ff,+'f«a) — 0, 

Fff, + //ff ,ff3 + A'ff,'+ /’ff ,'ff,+ff, (//ffä + /Vff|ff,+ AV/,’) d-ffj(Fff,+f'"i*) 

H-ßff,ffjd-.l«, — 5(n,*— l«,’«, + -tff,ff3+2ff,’ — Iff,) ~0, 

und fiefcru die Heilingungsgleicliuugen 

.1 + 18 = 0, ß+,l = 0, r+/1+H = 0, F+ß — 7-=0, 

/) + .!+ 18r=0, O'+C’+ß— 18=0, ,Y+F+0 = 0, 

F+./ + 20 = 0, // + // + ß— 20 = 0, A + r— 10 = 0, 

F+0 + F+20 = 0, /V— 3 = 0, 

und aus diesen die AVertbe 

d = — 18, ß=+I8, r= + 4, F= — II, /> = 0, 

(/ = — 4 , A'^ + 5, F; = — 2, //=+2, A = +0, 
F= — 5. 


Die noch febleuden AVertbe der f'oeffieienteu /, /., V, (I, ß, 
S, T lassen sieb auf verscbii'ilene AA'eise aus den vier letzten 
Differentialgleicbmigen bestimmiui; die letzte derselben, welche 
wegen 
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iloii Vorzuj); vprilioiit, wird 

-\-‘2Q(iia^a, fin,’« , + Sa,a’ + n, ^r«, + Cti,a^ + 2 AV/,«^ 

+/.« 3«4+ /’ö,V/3+2/fn,f/jn4 + AW,«j’ + 3 ) 

+tf j( /2rt,+ //(7,«5+ + 3.W«j’+ (7f/|'ni + 2.*w/|ff,ff3 + 7V/j’) 

+n,t A>j+2/rt, «,+/./», nj4-(7rt|’«3+/?«,n,’) 

+«,( Ka,+ Iln,ri,+Kii,'‘ + P<i,’ii, ) +aj /)«,+ (Jri,ri, + .V«,’) 

+"«((’"»+ T'«!*) + ß"i "7+ "•1"» -= 0, 

und liofurt zuniicli.st in lion Bcdiiigunjjsglpicliuiigon 

Ä-|-7l=0, ß+C+2A'=0, C+n + G~0, l)+E+IU^0, 

A-)-ß + 3;V = 0, A + f^l, ;V+/’--0 
Hostätigungon der vprliorgerundcnon Wortlio; sodaim alu‘r die 
iipupii Bt'dingungsgloiclniugen 

E + l — O, /.+2(>~ — 6, /, + « = — (3, 

/. + 3 )/+.S’= 0 , (> + 2 ß-- 5 , 

Ä + 2.S’+3r=0, r=rrO, 

und dtirrli dipspllicn die Wortlie 


;= + 2, A=-8, .tf= + 3, (7 = +l, 

Ä=+2, S= — l, T = f); 


KO dnss dip lu'trai'litffo s3'rani(‘trisclip Function nun vollKtändig 
('utwickplt in ilcr Form ersclirint 

2a,‘a,^Uf— — 18«/7/, + 18(7|*77,77, -f -lOn’utUT — 

— 1 1 ' V'i I «j"e + 2«„«, naUi+2f/// , 7 / 4 ’ 

+ V/j—8u//j«,rt4 + 37 /, ,7/3* 

+ 57/, — 57 / 1 ’ 77 , 7 /j-F 7 / 1 * 7 / 37/3 4" 2//, 7 /, * 7/3 

7/|7/,7/3*, 


Zugleicdi orlixubcn die DifferentialgUncdmngcn der sj'iii- 
niotrisehon Function g>, dipselbe in der Form einer Deter- 
minante darzustellen 3 xvelche beinerkensxvertli ist, obgleich 
sie sich nicht ztir Vereinfachung der Berechnung eignet. 
Bezeichnet man nämlich die Summe der P.xponenten in der 
syminetrischen Function durch 7, so wird die Gleichung 


dtp 


tirp 


dtp 


+ 27/,- — |-37 /j +...+77/7- 


dtp 


T.cp ~,0 


von der sjunmetrischon Function ihrer Natur nach erfüllt 
und man kann zwischen ihr und jenen Diffcrentialglcicluingen 
die (iröKsen 


limmr eliminieren, 


dtp dtp dtp 

du, ’ du, ' " ' 7/77 /■ 
d. h. man erhält 
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0 , n,, 

2(i„ 

3o„ . . 

1 . Ta/" 

(/S, 

«.) 

n„ . . 

■ «r-i 


1 , 

ff„ . . 

• 


0, 

I , . , 

. nr-. 


8 . 


In einer eigentliünilichon Zusammenfassung erscheint 
die Theorie der syinmetrisclien Functionen der Wurzeln in 
der von Borchardt bewiesenen Existenz einer erzeugen- 
den Function, aus welcher alle symmetrischen 
Functionen der Wurzeln ein er Gleic hu ngalsTheile 
ihrer Entwickelung hervorgehen.*) 

Der Ausdruck 


T= £ 


1 


1 


1 




tr, — 0| «, — o, 

in welchem die Summierung auf alle jene Glieder sich er- 
streckt, welche aus dem geschriebenen dadurch entstehen, 
dass von den beiden Reihen 


die eine unverändert bleibt, während die andere auf alle 
mögliche Arten permutiert wird, welcher also in Bezug auf 
beide Reihen von Grössen symmetrisch ist, liefert durch seine 
Entwickelung nach fallenden Potenzen von 

Cf, J . . . J Cf^ 

jene einfachsten Typen von ganzen symmetrischen Functionen 
der Wurzeln 


«, ... Ob 

einer vorausgesetzten Gleichung n"" Grades 


*) „^^onu^HÖ(*richto tlcr K. Trpus«. Akademie der Wisapnachafton zu 
Hcrlin“, Mürz 185.'). „Crelle's Journal“, Bd. I.III, p. ISW. 
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welche aus einem einzigen Product ganzer Potenzen dieser 
Grössen durch Perrautation hervorgehen und bekanntlich 
alle ganzen symmetrischen Functionen von 
«„ ... a„ 

additiv zu bilden erlauben. Um alle diese symmetrischen 
Functionen der Wurzeln in Gliedern der Coefficicnten der 
Gleichung auszudrücken, ist nichts mehr nöthig, als diese 
erzeugende Function so zu transformieren, dass in ihr 
nicht mehr die Wurzeln, sondern die Coefficicnten der ge- 
dachten Gleichung enthalten sind. Diess gelingt durch die 
Beziehung derselben zu den beiden Determinanten 


D ± 

1 

1 

1 

1 

fn,'— (T,)* 
1 


A y 4- 

1 


(«i— “.) ' 

Cf.) 

(«>•'— «n) ’ 

1 1 

I 

1 

1 


i)’ («t'— 




1 1 


(«.- 


C"n'— 


1 

1 

(“l- 


(«,/— 


1 1 

1 


(cf, (ß/— ff,)’ 

,L . 

■ (ß„'— ß|) 

1 

A = 

(»1 — «»)’ («i — «t)' 

(«»'—«.) 


1 1 

1 


(«1— “«)’ («/—««)’ 

(“/■’—«») 1 


welche durch 

D=r.A 

ausgedrückt wird. 


t 
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Der Ansdruck 

(/■“/> /■«»', f«,’ ■ ■ • f«n'y D 

ist nUinlicli eine ganze Function von 

®i > • • • ) “i> • • • “m' 

die ebensowohl durch das Product aller Differenzen zwischen 

0|', a,' . . . a„, 

als auch durch das Product aller Differcnipen zwischen 

Ctif Ofj ... Ctfi 

theilbar ist. Nach der Division durch beide Producto bleibt 
als Quotient eine ganze Function , deren («-pl)"+' specielle 
Werthe für das Zusamnienlallen je einer der Grössen 
a,', 

mit je einer der Grössen 


ff|j ... Oft 

bestimmt worden können, so dass nach der auf mehrere Ver- 
änderliche ausgedehnten Interpolationsformel von Lagrange 
der allgemeiiie Werth des Ausdrucks gebildet wird. Da- 
durch erliält man 

ft >\ / \ 

r. (— 1 ) >•• • > y •_"«) 

(/■«/./o/ ’ 

d. i. Ö-^T.A, wo n(a,', und 7t(«, . ... a„) 

das Product aller aus 


und respective 


a,, ... a„ 

gebildeten Differenzen repräsentieren, jede so genommen, 
dass der grössere Index des a dem Minuenden angehört. 

Die Determinante D geht aber aus der Determinante A 
hervor durch aufeinanderfolgende Differentation nach sämiiit- 
lichen Variabein 


«I . . . • f'n 

und man hat daher 

^ <ln,' 'ti>n • Ä'» / 

als den Ansdntck der erzeugenden Function. Dieser Au.s- 
druck kann als die symbolische Zusammenfassung der liech- 
nungsoperationen angesehen werden, welche der bis auf 
Waring*) allein betretene M'eg — die Zurückführnng der 
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znoammcngenotzten Bynimetrischon Functionen der Wurzeln 
auf die Summen gleicher Potenzen und die Darstellung die- 
ser letzteren durch die Coeflicienten der Gleichung — nöthig 
machte. 

Für die Gleichung zweiten Grades mit den Coefficien- 
ten a„ a, und den Wurzeln a,, a, erhält man einerseits 




a, ■ ^ («i' — B, )(«,'— Dt,) 


anderseits 


T=('_n* A ~ 

n(a,',a,')'da,“da,'\ 

_ d /n,'— or,'\ 

0 | — a,' da, daf\fa,'.fa,'/ 

— 2 c/g,'-|- a, (g/-f c,' ) -1- 2 n, 

(«i'*+ «I “i'+ öt){««'*+ “i »i'+ ««) ’ 


so dass man bei der Entwickelung nach absteigenden Po- 
tenzen von a,', g,' und dann durch Vergleichung mit dom 
Vorigen die symmetrischen Functionen der Wurzeln in 
Function der Coefficienton erhält. Cayley merkt an, d.ass 
im Allgemeinen die linke Seite der Borchardt’schcn 
F'ormel 

= A„+ A,2a,. Za^'+ £a,\ £a,'*+A, , Xg.g, . £g,'g,'+ • • • 

ist, wo .<„= 1 .2.3 ... n ist und A,, A['^, die Quotien- 

ten sind, die die Gliederanzahl der damit behafteten sym- 
metrischen Functionen in das Product 
1.2.3...» 

hervorbringt. In Folge dessen würde ihre Entwickelung 
die sämmtlichen symmetrischen Functionen der Wurzeln in 
Gliedern der Coefticienten ergeben.*) 


*) Die Anwendung der angedeiiteten Ilelrnchtnngcn zu dem allge- 
meinen Nachweise, dass jede symmetrische Function der Wurzeln eine 
ganze und ganzzahlige, Function der Kxjionenten derselhen ist, und 
einiges Andere milgc man in der Originnlahhandlnng dos gelehrten 
Autors a. a. O. nachlesen. 

Fiedler, neuere Geometrie u. Al^bra. 5 
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Für die Snminen der gleichen Potenzen der Wurzeln 
hat man die erzeugende Function in der Form 

J_ 

fa,' ■ da,'' 

Die Formeln des 6. Artikels 


und 







a, , a„ , 0 , 0 

2«. , «1 , »0 > 0 

3a, , < 1 , , a, , 0 


tOf f Qf — Qf — . . . <l| I 

^,..0 

* f ; *1 ,2 ,0 , 0 

*»> *t ; *1 ? 2 y 0 

! ; ! .■ (i-1) 


erläutern die Art von Reciprocität , welche zwischen sym- 
metrischen Functionen der Wurzeln einer Gleichung und 
symmetrischen Functionen ihrer Coefficienten besteht und 
erlauben, die ausführliche Entwickelung einer entsprechen- 
den Theorie dieser letzteren zu umgehen. So wie schon 
die Algebra von Meier Hirsch Tafeln über die symme- 
trischen Functionen der Wurzeln für die Gleichungen aller 
Grade bis zum zehnten und die Methode ihrer Berech- 
nung entliült, so hat Cayley im 147. Bande der „Philo- 
sophical Transactions“ p. 489 (1857) ihnen Tafeln zugesellt, 
welche die Ausdrücke der Potenzen und Producte der Coef- 
ficienten in symmetrischen Functionen der Wurzeln gicbt. 
Beide Systeme von Tafeln lassen sich bei der zweckent- 
sprechenden Bezeichnung mit einander verbinden und sollen 
in solcher Verbindung liier mit den nöthigen Erläuterungen 
mitgetheilt werden. 
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In der allgemeinen Gleichung von den Wurzeln 

o„ a„ . . . o, . . . 

(von unbestimmt hohem Grade) habe man 

o, = 1 , 

die Coefficienten im Uebrigen wie bisher, 

dann leitet die durchgreifende Anwendung desselben Sym- 
bols zur Bezeichnung aller Wurzeln mit blosser Unter- 
scheidung durch Indices natürlich dazu über, die symmetri- 
sche Function 

y ** 

Za, a, a, ... 

durch die Zusammenstellung 

(/i tf , , .) 

ihrer Exponenten zu bezeichnen, wobei man zur Abkürzung 
immerhin für 

Za,'a,'e,'.. . das Symbol 
für 


Za, a, a, . . . das 
anwenden kann. Man hat dann 


(/.V,...) 


Za, = — o, “ ( I ); Zi», e, = -H o, = ( 1 •); Za, e.e, — — a, = ( I >),' etc. 

u, , , 0 ,...() 

2®! > ®i ; ®o > ® 

/a, , a/_,, 0 /~ff . . . a, 
und es entspringt die doppelte Aufgabe, eiiunal, jede sym- 
metrische Function der Wurzeln, wie sie durch das Symbol 

repräsentiert werden kann, d. i. 

^ / t m m m 

Z'a.o, . , . a, . a a . . . a 
* * H-I '-I-2 

in Gliedern der Coefficientenverbindungen 

s * 

a,a,..., 

das andere mal, jede derartige Coefficientenverbindung 

» * 

B,a,... 

5 * 
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in Gliedern der symmetrischen Functionen 

(/•mG..) 

auszudrüek(m. Dabei erlauben diese Cocfficientcnverbin- 
dunf^en selbst noch die abkürzende Verschweigung des sich 
wiederholenden Buchstaben a und können durch die Zu- 
saininonstellung der Indices und Exponenten 

1 * 2 *... 

allein bezeichnet werden; dadurch sind die symmetrischen 
Functionen der Wurzeln imd die Combinationen der Coefli- 
cienten der (Jleichung, welcher sie angehören, auf ganz dieselbe 
Form der Bezeichnung gebracht. So wie es die Festsetzungen 
der vorigen Artikel ergeben, so bleibt für die Summe 
f •3 + 2.A+... 

der Ausdruck als Gewicht der betreffenden Combination 
oder spumetrisehen Function. Dem Gewichte 5 entsprechen 
die durch die Reihe 

5, 14, 23, 1*3, 12*, 1*2, 1‘ 
vertretenen Combinationen 

a„ a,at, n,<7„ a,*o„ a,n,*, a,'a„ a,*; 
es entsprechen ihm aber auch die durch die nebenstehenden 
Svmbole vertretenen symmetrischen Functionen: 

(5) .S«,*, 

(41) 

(32) .£ß,V) 

(31*) Za,*a,tt„ 

(2*1) 2:0, *«,*«„ 

(2P) £a,'a,a,n„ 

(P) 

Die verschiedenen Combinationen der erstoren Linie 
werden nothwendig von numerischen Vielfachen der 83-111- 
metrischen Functionen der letzteren Columne gebildet, und 
umgekehrt, die S3-mnietri8chen Functionen der Columne von 
nuinerischen Vielfachen der Combinationen der Linie; beides 
jedoch mit gewissen Einschränkungen. Die erste derselben 
ergiebt sich aus folgender leicht von einem beispielsweisen 
Falle auf den allgemeinen zu übertragenden Bemerkung: 
Jedes Glied des entwickelten Ausdrucks von a, muss 
wenigstens so viel Wurzeln enthalten, als in jedem Gliede 
von a, enthalten sind, d. h. 4, und kann, da die Coefficien- 
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teil in Bezug auf jede der Wurzeln lineare Functionen sind, 
keine Potenz irgend einer Wurzel entlialtcn, welche die 
Zweite überschreitet. .Sie enthält in der That Vielfache der 
synmietrischeu Functionen 


(2*1*) 

£a, *«,*«, (»4, 

(2P) 


(!') 

2:«, «, «j«, 05 »^, 


Auf den allgemeinen Fall angewendet, gehen die glei- 
chen Betrachtungen das Gesotz: Die Coiubination 
o,* «,* . . . 

enthält nur die symmetrischen Functionen 

Q' mi . . . j, 

für welche der grösste Th eil die Zahl der Th eile in \ 

1 * 2 * . . . 

nicht überschreitet und die Zahl der Thcilc nicht 
kleiner als der grösste hierin enthaltene Thcil ist. . 
Die beiden Coefficientenverbindungen 
a,*o, und a’a,a,, 
welche durch die Symbole 

1*2 und P23 

vertreten sind, und durch symmetrische Functionen der 
Wurzeln ausgedrückt ergeben 

( — Sa,y(£u^a,) und ( — .£cit,)’(Xo, «,)( — .i’«,«,«,) 
enthalten darnach die Glieder 

-j- 1 a,’o, und — 1 tti'o,’«,, 
und daher die symmetrischen Functionen 
(31) und (5 21) 

mit den rcspectivcn numerischen Coefficienten 
-|- 1 und — 1. 

Die Symbole dieser letzteren können aus denen der Coeffi- 
cienten-Combinationen 

1*2 1*23 

immer abgeleitet werden, indem man jede Zahl des Symbols 
in eine Linie von Einheiten zerlegt und daun die Summen 
der durch Uebereinanderschreiben dieser Linien mit den 
Anfangsglicdern gebildeten Columnen zieht, d. i. 
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1 1 

1 und 1 

Li ^ 

3 1 1 t 

1 1 1 
5 2 1 

wie vorher. Die so erhaltenen Symbole sollen nach Cay- 
ley’s und Sylvestcr’s Vorgänge die conjugierten von 
denen heissen, von denen man ausging. Alsdann lässt sich 
das vorige Ergebniss in die Regel fassen: Eine Combi- 
uatiou 

«7/ n,* . . . 

enthält die dem conjugierten Symbol von 

1 * 2 * . . . 

entsprechende symmetrische Function mit dem 
numerischen Cocfficientcn 

+ 1 oder — 1, 
je nachdem ihr Gewicht 

+ 2 * + ... 

gerade oder ungerade ist. 

Im Zusammenhang mit diesem Begriff eines conjugier- 
ten Symbols zu einem gegebenen lässt sich eine fernere Ein- 
schränkung formulieren, die sich in den Entwickelungen der 
Coefficientcn-Combinationen in den symmetrischen Functio- 
nen der Wurzeln geltend macht. Man findet in dem Aus- 
drucke der Combination 

“l «3* 

das Glied (3*1) nicht, weil es als mit 
identisch nicht in der Entwickelung von 

«1 «i' = ( — ^ «l) "t “s)' 

Vorkommen kann; gleichwohl könnte dasselbe nach der 
ersten Einschränkung der Entwickelung der Combination 
angeboren. Um die jetzt betrachteten Ausscheidungen zu 
bezeichnen, ist es nöthig, unter den Symbolen der symme- 
trischen Functionen eine strenge Ordnung der Aufeinander- 
folge dadurch zu begründen, dass man einmal die Symbole 
streng nach der Zahl ihrer Theile — immer das mit der 
kleineren Anzahl derselben voraus, — sodann nach der Grösse 
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dos Grössten dieser Theile sich folgen lässt, — das mit dem 
Grössten voraus, im Falle der Gleichheit der grössten Theile 
das, welches unter den nächstkleineren Theilen den grössten 
enthält. Dann gilt der Satz: Die Combination 

» 7 ,* . . . 

enthält nur die symmetrischen Functionen, deren 
Symbole dem conjugierton ihres eigenen Symbols 

1 * 2 * . . . 

nicht vorangehen. Da 

32 * 

das conjugierte Symbol von 

13 * 

ist und nach den Gesetzen dieser Ordnung dem Symbol 

3*1 

nachfolgen müsste, so kann die diesem Letzteren entspre- 
chende symmetrische Function nicht zum Ausdruck der 
Combination 


gehören. 


<7, o,» 


9. 


Als ein Beispiel seiner Art und Weise der Berechnung 
der Tafeln höherer Potenzen aus denen der niederen giebt 
Cayley das Folgende: Man hat 

a,a,r=(Za, «,)(- «,«,) = ! (2M) + 3(21>) + 10 (P), 

und findet daraus 

a,a,a, — ( — Zo,)(£n, «,)( — £a, o, cf,)= 1 (321) 3 (2’) -f-3 (3 1*) 
+ 8 (2*P) -f 22 (2 P) + 60 ( P). 

Die darin auftretenden Symbole sind nach den Be- 
ding^gen des Gewichts und den beiden entwickelten Ein- 
schränkungen bestimmt; nicht minder die Ordnung, in der 
sie sich folgen. Nur die numerischen Coeffieienten bleiben 
zu entwickeln. Das dazu gewählte Verfahren entspricht 
genau der Multiplication von 

a,/i,=:l(2*1)-f 3(2P)-f 10(P) mit a, = (l) 
und ist in rein mechanischer Ausbildung das folgende : 
Aus dem Symbol 

2*1 

gehen durch successive Vermehrung seiner einzelnen Theile 
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— Kuli unter denselben mit eingerechnet, also 2’10 — um 
eine Einheit die Symbole 

321 , 2‘, 2M* 

hervor, in welchen die Indices der vermehrten Theile re- 
spective 

1, 3, 2 

sind. Durch Multiplication derselben mit dem Coefficienten 
Eins des Symbols 

2M 

erhält man die Coefficienten der Symbole 
321, 2’, 2M« 

in der Entwickelung von a, a, a, 

1, 3, 2. 

Auf dieselbe Weise werden aus dem Symbol 
2P 

die neuen Symbole 

31 *, 2 * 1 *, 21 *, 

aus denen die Indices 

1 , 2 , 4 

als Factoren des Coefficienten 3 jenes Symbols in der ur- 
sprünglichen Entwickelung hervorgehen, so dass 
3, 6, 12 

die neuen Coefficienten sind. Endlich entspringen aus 

1 * 


die Symbole 

21* und I* 


mit den Factorenindices 

1 und 6, 

wodurch der Cocfficient 10 in die neuen Coefficienten 
10 und 60 

übergeht. Man hat somit überhaupt 
a, a, a, == 1 (32 1 ) -1- 3 (2‘) -I- 2 (2*1‘) -f- 3 (3 1*) -h 6 (2*1 •) -h 1 2 (2 1 *) 

+ 10(21*)-!- 60(1*) 
r=l(321) + 3(2») + 3(31»)+S(2*l*) + 22(21*) + 60(l‘). 
(Siehe Tafel VI.) 

Die Tafeln beiderlei Art mögen in der raumsparenden 
Verbindung, welche für dieselben möglich ist, mit den nöthig- 
sten Erläuterungen folgen. Dieselben zeigen eine linke 
Aussenreihe, deren Symbole die entsprechenden symmetri- 


Digitized by Google 



73 


sehen Functionen der Wurzeln repräsentieren, und eine obere 
Aussenlinie, deren Symbole die Indices von Coefficientenver- 
bindungen sind, auf welche die Tafel sich bezieht; jede der 
Tafeln enthält ein System grösserer und ein System klei- 
nerer Ziffern, von denen das eine die obere linke, das 
andere die untere rechte Hälfte cinnimmt, jenes der Tafel 
entsprechend, die die symmetrischen Functionen der Wur- 
zeln in Function der Coefficientenverbindungen , diese der 
andern angehörig, durch welche alle die Coefficientenver- 
bindungen als symmetrische Functionen der Wurzeln ausge- 
drückt werden ; beide werden durch die von oben rechts nach 
unten links gehende Diagonale des Zifferquadrats vereinigt, 
welche mit positiven und negativen Einheiten gefüllt, beiden 
zugleich angehört. Der Tafel der symmetrischen Functionen 
entspricht das Lesen nach Zeilen, wie es das starke, der 
Tafel der Coefficientcnverbindimgen das Lesen nach Verti- 
calreihen, wie cs das schwache Gleichheitszeichen in der 
linken oberen Ecke der Tafel bezeichnen. 

Es erscheint hiernach genügend, dem Uebcrblick der den 
ersten fünf Graden entsprechenden Tafeln einige Beispiele 
der in ihnen enthaltenen Resultate folgen zu lassen, daran 
aber die weiteren Tafeln, die den Graden sechs bis zehn 
entsprechen, direct zu schliessen. 



. II. 


S|| 2 

1* 

(2) li-2. 

+ 1 . 


(F) ll + l-i +•■«' 


III. 



3 

12 

1 1’ 

( 3 ) 

-3-. 

+ 3 

1 — L 

(21) 

+ 3 

— 1. 

1 —3 

ll’) 

-1. 

— 3 

1 —0. 


IV. 


*1 

4 

1 . 

1 2 ‘ 

1 1’2 

1 1 * 

(4) '1 

-4. 

+ 4 

1 +2 

1-4 

1 + 1- 

( 31 ) i ! 

+ 4 

-L 

1 -2 

1+1- 

1+4 

( 2 *) :i 

+ 2 

-2 

1 +1- 

+ 2 

1+6 

( 1 ' 2)1 

-4 

+ 1. 

1 +2 

1 + 5. 

1+12 

(l‘)i 

+ 

+ 4 

1+6 

+12 

1 +24. , 
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(32) 

im 

+ 5 1 -5 1+ l.|+ 2 1- l.|- 3 1- 10 

-5 1+1 (+2 1— 1-1- 2|- 7j- 20 

(2-1) 

— 5 1+3 I— 1. |— 2|— 5.| — 12|— 30 

(21’) 

+ 5 I — 1. |— 3|— 7| — 12| — 27.|— 60 

(!’) 

— l.|— 5 | — 10 j — 20 | — 30 1 — 60 j — 120. 


Man hat ans I) o, = — Z«, und Za, = — o, ; 

aus II) fl,* = 1(2) + 2(1’) = 2 : a,' 4- 22 : 0 , 4 »,; 

= = ^o,’ = — 2o, + fl,’; 

2 : 0 , a,z^Of, 

aus III) fl,= — 2:a,a,o, ;a,fl,= — — 3^4»,o,o,; 

4»,* = — 2:0,* — 3 2:4i,'4r, — 02:0, 4», o,; 

2 : 0 ,*= — 3fl,+3fl|fl, — o,’; 2:a,*o, = 3fl, — o,fl, ; 

2 : 0 , O, fl, = fl,. 

aus IV), V) und VI bcispiplsweiso ; 

fl,*a, = 2fl,’o, +22:fl,’fl,’+5.£fl, a, o,*+ 12 ^ 0 , a, o,»,; 

Ztt,’a,=ia, — fl, fl, — 2a,* + fl,’o,; 

JTfl,*fl, -=:54», — fl, fl, — 9fl,fl,+ fl,’o, + Sfl,fl,’ — fl, *4»,; 

o,’ fl,’ = 2it,’fl,’+ 2 2:«,*4»,* + 2 2fl| *fl,fl,+ 8 ifl,’fl,*fl, + 15 2i»,*fl,’fl,’ 
+ 18 2:fl,’fl,fl,fl, + 34 2:o,’fl,’fl, fl,+ 78Xfl,’fl, 4 », o, ot, 
+ 1802:«, o, fl, fl| 0,4»,. 

J4*de dieser Relationen -wird zur Identität, wenn man für 
die in sic eintretenden Grössen der einen Art aus derselben 
Tafel ihre Ausdrücke in denen der andern Art substituiert, z. B. 
4i,’fl, — 2 : fl,’ fl, + 2 2:«,’ fl,’ + 5 2:n, 4 », 4>,'+ 12iSo, o, fl,fl, 

= l(3l) + 2(2’)+5(21') + 12(l*) 

= 1 j 4fl,— 47 , 0 , — 2fl,’-|-0|’fl, j + 2| 2n,— 2o, a, + 4j,’ j 

+ 5 1 41, 41, — 4 fl, } + 12fl, 

=fl,’fl, ; 

ebenso in allen andern Fällen. Für die. Tafeln VII bis X gilt 
in Allem diis Nämliche. Für die Ueberführung aller in der 
ersten Abtheilung dieser Untersuchung vorkommenden Functio- 
nen der Coeftioienten genügt die alleinige Rücksicht auf Tafel II 
oder die bekannten bereits an jener Stelle angewendeten For- 
meln. Gälte es nicht in den nachfolgenden Entwickelungen, 
die Formen der nächsthöheren Grade mit in Betracht zu ziehen, 
so würde die ausgedehnte Mittheilung dieser Tafeln der sym- 
metrischen Functionen hier ganz unterblieben sein. 
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Der Ueberblick über das System diese Tafeln bestätigt 
aber ein von Cayley zuerst ausgesprochenes Gesetz, von 
dessen allgemeinem Beweis er nur andeutet, dass er aus 
Borchardt’s allgemeiner Formel (siehe Art. 8) von den 
• erzeugenden Functionen der symmetrischen Functionen möge 
abgeleitet werden. Es lautet: Die Zahl jeder Tafel, 
welche einem Symbol i in der Aussenlinie und 
einem Symbol (j) in der Anssoncolumne entspricht, 
ist der Zahl derselben Tafel gleich, welche dem 
Symbol j in der Aussenlinie und dem Symbol (i) 
in der Aussencolumne angehört. Oder auch: Der 
Coefficient der Combination (P) in der symmetri- 
schen Function ((>) ist dem Coefficienten der Com- 
bination (Q) in der symmetrischen Function (P) 
gleich; und der Coefficient der symmetrischen 
Function (P) in der Combinatiou (p) ist gleich dem 
Coefficienten der symmetrischen Function (Q) in 
der Combination (P). 

II l'Cbcr die Detcraiaaatea der Winela nd die Fiaetieaea raa 
Starai aad Sylrester. 

10 . 

Das Vorhergehende hat gezeigt, wie in der Theorie der 
symmetrischen Functionen die Determinantenform wiederholt 
naturgemäss sich darbietet; es liegt in dem Begriffe beider 
Functionen, dass diese Begegnungen durchgreifend sein müs- 
sen, denn Determinanten sind alternierende Func- 
tionen, d. h. solche, die durch die Vertauschung der Wer- 
the von je zwei in sie eingehenden Elementen einen Zeichen- 
wechsel erleiden; während symmetrische Functionen bei einer 
solchen Vertauschung völlig unverändert bleiben. In Folge 
dessen ist das Quadrat jeder Determinante eine 
symmetrische Function. 

Die bekannte Definition der Determinanten*) als Pro- 
ducte aller DiflFerenzen gegebener Grössen fülirt sogleich ge- 

*) Man Tcrgleiche Baltzer, „Theorie and Anwendung der Determi- 
nanten.“ Leipzig, HirzcI. Iö57. 
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rade auf Bymmotrischo Functionen derjenigen Form, welche 
in den Entwickelungen des ersten Abschnitts Ubernil vor- 
herrschte, und der \’ erfolg der Untersuchung wird die all- 
gemeine Bedeutung dieser Formen immer mehr ins Licht 
stellen. 

Sind o, , a,, . . . er, die » gegebenen Grössen, beispiels- 
weise die n Wurzeln der algebraischen Gleichung 

BO ist das durch 

P(ot, , et,, ... et,) 
vertretene Product ihrer Differenzen*) 

(“f — “l) (“j — “l) •• • (“» — “l) (“s — «>) («4—«.) ...(«, — «,) . . . 

(«.— O.-l) 

1 , !,...! 
et, , et, , ... et, 

et,’, et,’, ... et,’ 

= ± I . 

et,«-', et,"-', . . . o,«-' 

Man schliesst diese Identität aus der Bemerkung, dass 
die Determinante für jede Gleichheit zweier Elemente 

«i, aj 

versekwindet , dass also jode der Differenzen 

oi—aj 

als einer ihrer Factoren erscheint, und aus der Ueberein- 
stiminung der Exponenten und Coefficienten in ilircr Ent- 
wickelung und der des Products der Differenzen. 

Dieses Ergebniss mag zunächst auf die in Art. 8 entschei- 
dende Determinante 

_ 1 1 _ 1 

(Of'— “i) ' ’ ' “i) 

_ 1 _ l 1 

(“i — •'«)’ («t— “») ’ ' ' («7— nt«) 

1 1 I 

("f— 

*) Siche Art. 8. 
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angpwendet worden, ura dabei einige einfache Eigcnachafien 
der Determinanten zu erinnern. Man kann die Nenner aus 
den Elementen derselben entfernen, indem man jedes Glied 
mit dem I'roduct der Nenner aller mit ibm in derselben Ver- 
ticalreihe stehenden Glieder mulfipliciert; dann sind die Multi- 
plicatorcn der auf einander folgenden Reihen respective 

(“i'— “i)(“i'— “t) • • ■ ("i'— “»)» 

(«,'—«,) for,'— ct,) . . . (at—On), 


Cf,) (o,'— er,) . . . (of 

Die Determinante selbst wird aber durch diesen Process mit 

77 (cf, — ct/), 
üj 

d. i. mit dem Product sämmtlicher DifiFerenzen zwischen den 
Elementen der Reihe 

ct,', ct,', . . . ct/ 

nnd denen der andern Reihe 

ct, , Cf,, . . . ct, 

multipliciert; ihre Elemente sind ganze rationale Functionen der 
gegebenen Grössen vom (n — 1)"" Grade und sie selbst wird 
durch 

A . 77 (ai—aj) 

•J 

dargestellt. Da sie, für die Uebereinstimmung der in parallelen 
Reihen stehenden Elemente verschwindet, so ist sic nach dem 
V'origen durch das Product 

P(cf,', a,\ . . . ct/) . P (er, , ct, , ... ct,) 

theilbar, welches selbst ebenfalls eine ganze rationale Function 
der gegebenen Grössen vom n(« — l)"" Grade ist. Der (Quotient 

A . 77 (o/— Cf/) 

<J 

P(ct,', ct,', ... «/) P(o,, ct,,...ct,) 

ist daher eine von den Grössen 

ct, , . . . ; «,,... 

unabhängige Zahl nnd lässt sich ermitteln, indem man vornus- 
setzt, dass 



sei; denn d.ann verschwinden in der von dem Nenner befrei- 
ten Determinante A alle ans.ser der Hauptdiagonale stehenden 
Glieder und sie reduciert sich auf das Product der in dieser 
letzteren enthaltenen; diese sind aber 
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(«1— Ot) («I— «i) (»1 — («I—».)» 

(“t— «l) (<»« — “•) (o, — 0t4) («t— «.)> 

(“> — “i) (“s — “f) (0|— «<) 

“i) (“» — <»f) (a,— ct,_|) , 

nnd ihr Product ist daher 

= (-ir'^“ip 

Man erkennt damit als den Werth des fraglichen nnmerischen 
Quotienten 

(- 1 ) * 

und hat daher 

p g/, ■ . . O , • • • ««) 

n (o/ — aj) 

1_ 1 1 *) 

or/ — Ol’ a,' — n, ’ ' ' " o,’ — o, 

l 1 _ I_ 

Ol'— o, ’ Ö7— o, ’ ■ ■ ■ o,'— o, 

1 1 1 

0|'— »« ’ O,'— o„ ’ ■ ■ ’ o,'— o. 

Das Quadrat 

|P(oi,o,, ... o,)!’j 

oder das Product der Quadrate aller möglichen 
Differenzen der Wurzeln der Gleichung Gra- 
des, d. i. die Discriminante derselben, kann nach dem 
Multiplicationsgesetz der Determinanten leicht aus dem Pro- 
duct aller Wurzcldifferenzen abgeleitet werden. Das Pro- 
duct zweier Determinanten ist eine Determinante, 
deren Elemente gebildet sind aus der Summe der 
Productc der in irgend einer Reihe der ersten 
enthaltenen Elemente in die Elemente in einer 
Reihe der zweiten. 

Insbesondere ist in Folge dessen das Quadrat einer 
Determinante eine symmetrische Determinante, d. h. eine 
solche, in welcher das p" Element der j"* Reihe dem 9"* 
Element der Reihe gleich ist. 

•) Vergl. oben Art. 8. p. Ö4. 
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M«n hat spociell 


1*... 

(On — 0|)* («fl — C 

1 , 

1 , ... l 

“l ) 

«fl ) »f« 

«l‘, 

«fl’) «f»* 

“l’l 

■ 

O,"- 

! „ »-) „ »— 1 


«I +*t +—+“ii f 
«f|*+0«*+-+0|l*, 


®i +«'t +— +“» )• 

a, 


+a.» i-.+o," 


[o,* ‘+o,"-'+..+o," o,*+o,*+...+et,», or,’’"’+o,®* *+—+»«’' 

d. i. nach den eingeftihrten Bezeichungen 


*i> *t> 


*— I , »n , *»+l , »J«-? 

worin man noch das Element n durch ersetzen kann. 

Man hat so für die Oleichnngen des zweiten und dritten 
Grades für das Quadrat der Wnrzeldifferenzen und für das 
Product der entsprechenden drei Quadrate die Ausdrücke 


*1 I 

*i i ' 


Wenn in einer Determinante die Zahl der Elemente 
immer ein Quadrat oder die Anzahl der Zeilen der Anzahl 
der Reihen gleich ist, so können doch die vorigen Betrach- 
tungen auf Paare von Elementengruppen übertragen werden, 
bei denen die Zahl der Reihen von derjenigen der Zeilen 
verschieden ist. Man bildet z. B. aus den Gruppen 

“ij ßii fl) “/) ßi'i fl') 

) ft > ft ) ) ft ) fj 

nach dem Gesetz der Multiplication die Determinante 
“,«i'+ßißi+Yiri> “«“i'+ftft'+y«fi' 1 
«1 “f'+ ßl ft'+ fl ft’) “l 0|'+ ft ft'+ ft fl' 1’ 
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Dieselbe kann in eine Summe einfacherer Determinanten 
zerlegt worden nach dem Satze, dass eine Determinante 
die Summe zweier anderen ist, wenn alle Elemente einer 
ihrer Heihen als Summen zweier anderen erscheinen; näm- 
lich in 

j a, o,', ^ j o, o,' 

er, I»,', a, aj \ er, er,', |S,' ^ «(, er,', y, y,' j ß, ß,', a, or,' 

.Ißißi'i ßtßi' ,jßißi‘> yty/ . yiyi', ot»i' 

I ßi ßi, ßt ßt I ßi ßt‘, yt )V y^ y,', «t «i 

yiyi’, ftjSi’ |_|_ yiyi', ytyi 
y\yi,ßtß^ \ y. y/, yt y/ 

Unter denselben verschwinden drei identisch, nämlich die 
erste, fünfte und neunte, und die übrigen sechs bilden die 
Entwickelung der Productensumme: 

«iyß< “i'> /Si' «M yi “■'» yi' ß\>yi ß>'> yt' 

®t > ft ®t f ft ®t > yt ®t > yt ft > yt ßt » yt 

mit welcher daher die oben gebildete Determinante identisch 
ist. Da man für jede beliebige Zahl von Elementen beider 
Gruppen die analoge Entwickelung immer mit demselben 
Erfolge wie<lerholt, so lange nur die Zahl der Elemente 
einer Zeile in jeder derselben die Zahl der Zeilen selbst 
Ubertrifft, so ist allgemein der Werth einer aus den 
Elementengruppen 

j ßi ) yi > ^1 • • • » “i > ft » yt > ^1 " • • I 

“t ) ft ) yt ) ^t • • • I “f ) ft » yt ) ^t • • ■ I 

“i > ft > yt) ft • • ■ » Oj , ft , y, , 6j . . . , 


in deren jeder die Zahl der Eie mente in jeder Zeile 
die Zahl der Zeilen übertrifft, nach der Regel der 
Multiplication gebildeten Determinante 

k«r+|3ift'-|-yiy,'+-., «t“i'+ftft'+ytyi'+-, «s«i'+ftft’+yiyi'+ 

“i“t '+ftft’+yiyt'+"i "t“t'+ftft +:’tyt’+"» "»«t +ftft’+yiyt’+-) — 
"i“i"+/3|ft'-t-y,yi'+.., “t»i'+ftft +)'fyj +-i “t“t +ftft'+)iyi'+.., 

, • • • i 


Digiiized by Google 


81 


die Summe aller Product e aus zwei B'actoren, deren 
einer jede mögliche Determinante, welche aus 
der einen Gruppe von Elementen gebildet werden 
kann, indem man so viel Reihen derselben zu- 
sammen nimmt, als Elemente in einer ihrer Reihen 
stehen, und deren anderer die jedesmal entspre- * 
chend aus den Elementen der anderen Gruppe ge- 
bildete Determinante ist. 

Die analoge Untersuchung au zwei Gnippen von Ele- 
menten, in welchen die Zahl der Elemente einer 
Zeile kleiner ist, als die Zahl der Zeilen, liefert 
ein wesentlich verschiedenes Resultat. Beispielsweise seien 
die Gruppen 

“i ; ^1 ) “i > ^1 i 

“« j ft ) “« ) ft ) 

“a > ft 5 “a > ßi 

betrachtet. Man bildet aus ihnen nach dem Gesetz der 
Multiplication die Detenninante 

;Oi“i'+ftft'a «i«i'+ftft', «a“/+ftft' 

I “i“t'+^ift'a “t“t'+ftft'a “a»«'+ftft' , 

' “i «a'+ ßißi, “f “a'+ ft ft', “a “a’+ 1*3 ft' 

und erkennt sie durch Zerlegung als die Summe der De- 
terminanten 



0,0,', 0,0,', 0,0,' 


0,0,', 0,0,', ftft' 

“.“.') ftft') “a“i'l 


0,0,', 0,0,', 0,0,' 

+ 

0,0,') 0,0,', ß,ß,' 

+ “i“a‘, ftft', "a«f': 


o, o,',o,o,', 0,0,' 


0,0,')0,0a')ftft'! 

«1 “i'. ftft', “a“i' 1 


“l“l ! ßtßl > ft ft 


ftft') »>“i') «>“i' 

ft ft'. ftft' 

+ 

“l ) ftft > ft ft 

+ 

ßißt, “a“*') “a“«' 

~i~ ßt ßt > <“t ^t > ßt ßt 


“i “a > ftft ) ftft 


ft ft') “i“a', «a“a' 

ßißa f “« “a 1 ßtßa i 


ftft') ftft'. “a«i' 


ßt ßi > ßtßl > ft ßi 


+ 

ftft. ftft) “a “t 

+ 

ßi ßt 1 ftft) ft ft 

; 


ft ft', ftft') “s“a’ 


ftft) ftft ) ftft 

! 


welche sämmtlich einzeln identisch verschwinden, weil in 
jeder von ihnen nach Ausscheidung der gemeinschaftlichen 
Factoren gleiche Reihen von Elementen erscheinen; somit 
ist die obige Determinante selbst mit Null identisch, und 
da dieselben Schlussfolgerungen sich auf den allgemeinen 
Fall ohne Schwierigkeit übertragen lassen, so erhellt das 

Fiedler, neuere Geometrie u. Al^ebr«. () 
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allgemeine Gesetz, dass jede Determinante, welche 
nach der Hegel der Multiplication aus den Ele- 
menten zweier Gruppen gebildet werden kann, in 
welchen die Zahl der Elemente einer Zeile von 
der Zahl der Zeilen selbst übertroffeu wird, mit 
Null identisch ist. 

Für den speciellen Fall 

o, = a,', ßi = ßi, etc., 

als welcher hier besonders ins Auge zu fassen ist, liefern 
die vorstehenden Entwickelungen die folgenden Resultate. 
Man erhält für die Gruppen 

“i > > yi ; “i > |J| > /i ; 

“j ) ft ) y« 5 “t ; ft > y» > 

als bei denen die Zahl der Elemente einer Zeile die Zahl 
der Zeilen übertritt’t, 

“t’+ft’+yi’ ,“i"f+ftft+yiy>l_i “i'jft’l , ft’>yi’| , jyi*»“.’. 

“i“»+/®ift+yiyt > "t'+ft’+yt* ! “sSft'i ft’>yt*i |yt*>“«'’ 

und für die analogen G nippen 

**1 ) ßii ‘‘i ) ßii 

ft; ft; 

> ft ; “• » ft ) 

als bei denen die Zahl der Elemente einer Zeile von der 
Zahl der Zeilen übertroflfen wird, 

“i’+ft’> “iOft + ftft> “l“.+ftft 
“i“t + ftft; “/ + ft*> “f«» + ftft = 0 . 
«l“i+ftft> “l“«+ftft> 

Und allgemein für die Gruppen 

^1 > ßi > yi > • • •> “i > ft j yi ) • • • ; 

“f ; ft ) yt j • • • ; ) ft > yt ) • • ■ ; 

» ft > y» ) • • • ; ®j > ft > y» ; • • • ; 


die Determinante 

“i*+ft’+yi’+-” > “t“i+ftft+y«yi + — > "»“i+ftft+y»yi+— > 
“i“.+ftft+yiyt+—> “t’+ft’+y«*+-" > “s«f+ftft+y3y»+— > — 
“i“j+ftft+yiy»+—> “t“j+ftft+y»ys+—' “3’+^j’+y3*+”- j — 
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mit Null i den t i sc li, wenn die Zahl der Elemente 
einer Zeile in den (Truppen oder die Zahl der (.nie- 
der in jedem Elemente in der Determinante von 
der Zahl der Zeilen übertroffen wird; hingegen 
gleich der Summe der (Quadrate aller möglichen 
Determinanten, die ans den Elementen einer 
(irnppe gebildet werden können, indem man so 
viel Reihen derselben als Reihen einer Determi- 
nante vereinigt, als jede einzelne von ihnen Ele- 
mente zählt, wenn die Zahl der letzteren kleiner 
ist, als die Zahl der Elemente einer Zeile der 
Gruppen oder der Glieder eines Elements der De- 
terminante. 

So liefert di« (truppe 

1 , 0 ,, o,*, o,’, . . . 

1 , o, , o,*, o,’, . . , 

1, o,, o,*, o,>, . . . 


t f j t * ■ • 

in welcher o,, o,, o,, . . . o„ die Wurzeln einer Gleichung n'‘ 
Grades sind, das Resultat 

1 , I , ... 1 


im-% 

im 


= i;< 


*••—1 } im f im+t 3 


*2«— 2 


in welchem die durch angezeigte Summierung sich auf alle 
die. Determinanten bezieht, welche aus der angegebenen da 
durch entstehen können, dass man statt der (trössen 


o, , c,, o,, . . . o„ 
je tn verschiedene aus der Reihe 

“i > > “j ; • • • “n 

setzt. 

Nach den früheren Entwickelungen dieses Artikels kann 
man dann endlich schreiben . 

in 1 it t i* 


* 0 ? *1 
*1 } *« 


■-£(“1— “l)’l 


»0 ; 

? *1 ? *3 




= 2:(a, — o,)‘ (o, — o,)* (o, — o, )‘, 

6* 
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: *0 > I 

! *1 J ** ) *3? *4 1 

I > *3 J *4 J *i j 

> *4 J Sj ^ Sg I 

= 2,’(a, — o,)*(“t — “3)’(«^ — “.)*(«4 — “i)*(“| — “ 3 )’ ia, — a,y, etc. 

Die Reihe ilieser Determinanten sclilieast mit derjenigen, 
welche das schon --ohen erwähnte J’rnduct der (Quadrate aller 
Wnrzelditferenzen vorstellt und die Ihr die <Tleichnng des n"" 
Grades durch 

*0 > *1 3 *3 3 * * * 1 

*13 ** 3 *3 3 • * ■ *n 


I *31-1 3 *n 3 *«+l 3 • * * *2» — 2 I 

repräsentiert ist. 

U. 

Die grosse Bedeutung, welche diese Reihe von Deter- 
luiiianten f’ür die Tlieorie der tilgehraischen Gleichungen hat, 
lässt sieh iin Anschluss au das berühmte Theorem von 
Sturm mit einiger Vollständigkeit überblicken. Die nahe 
Beziehung desselben zu dem Zwecke dieser Untersuchung 
bedingt seine ktirze Darlegung nach die.sen Zusammen- 
hängen. 

Hinsichtlich der gewöhnlichen Darstellungsweise des 
Satzes selbst darf jedoch wohl auf die neueren Werke über 
die Theorie und Auflösung der Gleichungen verwiesen wer- 
den. Einige historische Notizen und literarische Nachwei- 
sungen mögen vorangeschickt werden. Zuerst im Jahre 1829 
durch .einen kurzen Auszug im ,, Bulletin de Sciences“ von 
F6russac, t. XI, p. 419, bekannt gemacht, ward das 
Theorem von Sturm ISJ.”) in dem ,,M6inoiie sur la reso- 
lutions des ^uations num^riques“ in den „Meinoires des 
Savants etrang^res“, t. VI, p. 271, im Zusammenhang dar- 
gelegt. Im Decemberheft des „London and Edinburgh Phi- 
losophical Magazine“ 1839 stellte sodann Sylvester die 
Functionen von Sturm mit Hilfe der Wurzeln der Glei- 
chungen einfach dar und Sturm selbst lieferte im VII. 
Baude des Journals von Liouville (1842) den Beweis Tür 
die Richtigkeit dieser Ausdnicksforraen. Im XI. und XII. 
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Bande desselben Journals — p. 297 und p. 52 resp. — 
wurden diese Formeln von (Jayley und Borcliardt, von 
Joachimsthal im 48. Bande des Journals von Grelle p. 402 
unter der Form von Determinanten der Potenzensuinmen 
der Wurzeln der Gleichung, endlich von Gayley — Liou- 
ville's Journal, t. XIII, p. 269 und in noch eleganterer Fonn 
im 157. Bande der ,,Philosophical Transactions" p. 7.'J3 (1857) 
— in Form von Determinanten aus den Goel'fieienten der 
Gleichung dargestellt. Sylvester veröffentlichte seineUnter- 
suchungen über den Sturm 'sehen Satz in dem grossen Me- 
moir: „On a Theory of the Syzygetic Relations of two 
rational integral Functions" etc. im 153. Bande der „Philo- 
sophical Transactions" p. 407 — 548 (1853), und Ilermite 
zeigte im 35. und 36. Bande der „Gomptes rendus“ p. 52 
und p. 294 (1852, 1853), dass auch in dem Falle von zwei 
algebraischen Gleichungen Functionen existieren, welche die 
characteristischen Eigenschaften der Functionen von Sturm 
besitzen; damit ist das Tbeorem von Sturm auf beliebige 
Systeme algebraischer Gleichungen ausgedehnt. Eine schätz- 
bare Darstellung dieser Entdeckung gab Brioschi im XV. 
Bande der ,,Nouvelles Annales de Mathematiques“ p.264— 286 
(1856).''“) (Siehe ebenda im XIII. Bande, p. 71 die Dar- 
legung der Gayley 'sehen Formeln durch denselben Autor.) 
Sie mag hier angeführt sein , weil die Ausdehnung auf Sy- 
steme von Gleichungen mit mehreren Unbekannten über den 
gegenwärtigen Zweck hinausgeht. Wenn nämlich die Gleich- 
setzung eines homogenen Polynoms n"" Grades mit zwei 
Veränderlichen mit Null ein geometrisches Elementargebilde 
von » Elementen repräsentiert , so lehrt das Theorem von 
Sturm erkennen, wie viel Elemente dieses Letzteren zwi- 
schen zwei durch bestimmte Zahlenwerthe gegebenen Grenz- 
elementen enthalten sind. Die Theorie der Sturm'schen 
Functionen für das System von zwei Gleichungen mit zwei 
Unbekannten oder von zwei bomogenen Formen mit drei 
Veränderlichen liefert die Beantwortung der Frage nach der 
Anzahl der in einem durch die gegebenen Grenzen bestimm- 

Verj^l. auch „Zeitschrift für Mathematik und Physik“ von Schlö- 
ni il cb etc., Bd. II» p. 209. 
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ten Intervalle enthaltenen gemeinschaftlichen Elemente der 
beiden durch jene (ileichungen dargestellten (Jurven etc. 
Sie umfa.sst auch die Mittel zur Bestimmung der imaginären 
Wurzeln einer Gleichung, weil die Untersuchung derselben 
sich auf die Lösung von zwei Gleichungen mit zwei Unbe- 
kannten zurückführt. Die Ausdehnung auf drei Gleichungen 
mit drei Unbekannten führt zur Ik^stinimung der Anzahl 
der in einem gegebenen Intervall enthaltenen gemeinschaft- 
lichen Elemente von drei algebraischen Flächen, z. B. für 
rechtwinklige Punktcoordinaten zur Bestimmung der Zahl 
gemeinschaftlicher Punkte, welche in dem Raume eines recht- 
winkligen Parallelepipedes enthalten sind, das den gegebenen 
Grenzwerthen entspricht; es ist nicht schwer, für andere 
Goordinatensysteme das Analoge auszusprechen. Das allge- 
meine Problem der Analysis findet seine geometrische Er- 
läuterung nur in dem idealen Raume von p Dimensionen. 

Wenn V = ü eine homogene Gleichung mit zwei Ver- 
änderlichen und V die erste Dorivierte derselben nach der 

Unbekannten — bezeichnen, also 
V 

V=na„x—'+(n—\)a,x’’-'‘y + (n—2'}n,x--^g'+... 

SO liefert die Operation zur Aufsuchung des grössten ge- 
meinschaftlichen Maasses der Polynome P und 1', bei Ver- 
wandlung der Vorzeichen des jedesmaligen Restes in die 
entgegengesetzten, in der Reihe dieser Reste die Reihe der 
Sturni'schen Functionen oder Reste für die Gleichung P=0. 
Wenn man in die Functionen II, )' und die so nach einander 
erhaltenen Reste, deren letzt<-r von der unbekannten Grösse 
frei und zugleich, so lange die Gleichung kein Paar von 
gleichen Wurzeln besitzt, von Null verschieden ist, an .Stelle 
der unbekannten Grösse zwei bestimmte Zahlenwerthe o 
und A, (a>A) cinsetzt und die Vorzeichen der Substitutions- 
resultate bestimmt , so findet man die Zahl der zwischen 
den Grenzen a und A gelegenen reellen Wurzeln der Glei- 
chung durch den Ueberschuss gegeben , welchen die Zahl 
der Zeichenwechsel in der der Substitution von n entspre- 
chenden Reihe über die Zahl der Zfüchenwcchscl in der 
Reihe der Substitution A bildet. Wenn man für a und 6 
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die Grpnzwcrthe aller reellen Wurzeln + os und — <n wählt, 
BO liefert der ebenso bestiiniute Ueberschuss die Gesammt- 
zahl der reellen Wurzeln der Gleichung; dabei bedarf es 
ofiFenbar nicht der Untersuchung der ganzen Restfunctionen, 
Bondern nur der Beachtung derjenigen ihrer Glieder, welche 
die jedesmal höchste Potenz der Unbekannten enthalten. 
Bezeichnet man die Reihe der Reste durch 

Ä4 . . . 

und die der Quotienten durch 

Pi> Qt> Qt • ■ • ) 

so gelten die Gleichungen 

II = e, V - Ä. , 

V = Ä, , 

Ä, = p, Äj , 


PiTf* — Ä*+|. 

Man erhält aus diesen Gleichungen die anderen 

R,= Q,V-U, 

«.= p.«,- =(pa p.- 1) if, 

Ä4= P,Ä,-Ä. = (P.P.- ’)fi.-P. 

= ( P> P, Pa - P. - Pa) l'- (P. P, - I ) f ^ 

etc., 

allgemein 

. K-ßi_i . (/, 

Ät = d* . V-B, . II, 
ß*fi= d*+i . V—Bt^] . V. 

Nach dem Bildungsgesetze der A und B aus den Quo- 
tienten P,, P, etc. und weil diese in Bezug auf die unbe- 
kannte Grösse sämmtlich vom ersten Grade sind, ergiebt 
sich, dass d* vom Grade (<t—l) und ß* vom Grade (*— 2) in 
Bezug auf jene unbekannte Grösse sind. 

Man hat ferner wegen 

ßt+i == P* • ß* — ß*-i 

mittelst der vorigen drei Gleichungen die Relationen 
d*+i = P* . At — d*_i, 
ßt-t-i = P* . ß* — ßi-i 1 

also 
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Al . — rlj+i . ß* = Al I . Bl — Al . ß*_i, . 

d. i. constant, und wegen 

>4, = P,, Bf 1, Af ~ (Qf Q, 1), Bf~Qt 
A, . B,- A,. B, = Q,Qf-(Q,Q,-\)=\, 

Al ■ Bi+i — Ai+i . Bl = 1 . 

Diese Eigenschaft der Sturm’schen Keste, unter die 
Form AV — BU zu fallen, reicht zu ihrer vollkommenen Be- 
stimmung allein hin. Denn wenn man beispielsweise in die 
Gleichung 

B, = Q,V-U 

den Quotienten P, als vom ersten Grade in der unbekannt 
ten Grösse der Gleichung in der Form 
Pi = + l>, 

substituiert, wo «, und A, zu bestimmende Constanten sind, 
so reicht zu ihrer Bestimmung die aus dem Grade von Ä,, 
d. i. (« — 2), hervorgehende Bedingung hin, dass die beiden 
höchsten Potenzen der Unbekannten aus der Entwickelung von 
(,„x + h,)V-U 

verschwinden müssen. Und allgemein, wenn man in 

AV— BU 


für A die allgemeinste Function des (A — 1 1"" und für B die 
allgemeinste Function des [k — 2)'"' Grades in r substituiert, 
deren erste k und die zweite (k — I) (’onstanten enthält, so 
führt zur Bestimmung der 2 (* — 1) verfügbaren Constanten 
— da eine von ihnen durch Division auf den Werth Eins 
gebracht werden kann — ebenfalls die Bedingung, dass die 
2 (Ä — 1) höchsten Potenzen der Unbekannten in der Ent- 
wickelung des Ausdntcks verschwinden oder dass derselbe 
vom Grade (h ■+• A- — 2) auf den Grad (« — A) sich reduciert. 

Man schliesst daraus, d a s s j e d e F u n c t i o n welche 

in d e r F o r m 

A V — BU 

ansdrückbar ist, in welcher A und B respective 
von den Graden (A — 1') und (A— 2) in t sind, ent- 
weder mit dem entsprechenden .^turm'schen Keste 
identisch oder nur durch einen constanten Factor 
von demselben verschieden ist.*) 


*j Vcrgl, Ct. ^alraoii, ,,I.essons introdiictory to tlie inoder» liijrhsr 
Ali’elira.“ iJubliii. 18.W. 
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Wenn nun in Gliedern der Wurzeln 

«I, Oj, ... a« 

ansgedrückt die P'unction selbst und die erste Derivierte 
derselben in den Formen 

(j— «,) (i — «,) . . . (-r— «»), 

«,)(* — o,) . . . (J — o«) 

respective sich darstellen, so lässt sich zeigen, dass die 
Ausdrücke 

£(a, — a,y (jc — a,) (x— o,) . . ., 

£ («, — «,)• («, — K,)* (Of,— a,)*(x — «,) . . ., 

etc.; 

in welchen die jedesmalige Summierung sich auf alle gleich- 
artigen Producte bezieht , deren jedes aus k von den bino- 
mischen Factoren der Function und dem Product der Qua- 
drate sämmtlicher Differenzen aller der Wurzeln besteht, 
welche in diesen Factoren nicht enthalten sind, von den 
entsprechenden Sturm'schen Kesten nur durch 
positive constante Factoren verschieden sind. 

Zum Beweis dessen hat man für jene Ausdrücke die 
Form 

AV — RV 

und die llebereinstimmung der Grade von A und R, als 
Functionen von x betrachtet, mit den nach den vorigen Er- 
örterungen den Sturm’schen Functionen entsprechenden 
Graden nachzuweisen. Was zunächst jene allgemeine Form 
betrifft, so hat man beispielsweise für den Ausdruck 
£ (ct, — a,)' («, — o,V (o, — a, )• (x — «, ) (x — «j) . . . 
von der Form 

AV— R II, 

mit A als vom ersten, R als vom zweiten Grade in x, zur 
Bestimmung von A die Substitution 

X = a, 

zu machen, als für welche derselbe in 

£ («, — «,)• («, — o,)* (a, — a,)’ (a, — o,) («,— a,) . . . 
übergeht, während P identisch verschwindet und V auf das 
eine Glied, welches den Factor (x — «,) nicht enthält, d. i. auf 

(“i — «i) (“i— “4) • • • 

sich reduciert; man erhält dadurch 

Az=£ (a, — a,y («, — o,) («, — 0|), 
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und da jode analogfi Voraiissptzung über t pin entsprecben- 
dps Rpsultat giebt, so erkonnt man A als die symnietrisphe 
Fnnption 

^ («t — “•)' (-r— “i) (■'—">)• 

In gleipher Weise goben iin allgempinen Kall in die 
Glieder der synimetriseben Function, \v eiche den Copfficien- 
ten A vertritt, (k — 1) der binomischen Factoren der Original- 
gleichung ein und sind inultipliciert mit dem l’roducte der 
Quadrate der Differenzen aller der Wurzeln, welche in 
jenen Factoren enthalten sind. 

Ohne bei der Bestimmung des (,'oet'ficienten B zu ver- 
weilen, kann man mm sofort die Gleichung 

^ («1— “»)* (««— “s)’ («3 — “.)’ 

= £ (o, — o,)* (r — a,) (x—a,) ■ £ (x — a,) (x — a.) ... 

+ ("i^' + Ai) (i-— “i) (x—a,) ..., 
in welcher B in seiner allgemeinen unbestimmten Gestalt 
als eine Function des ersten Grades in x belassen ist, als eine 
Identität erweisen; dann da eine Gleichung von bestimmtem 
Grade nur ebenso viele Whirzeln haben kann, als dieser 
Grad Einheiten enthält, so muss eine Gleichung durch jeden 
Werth der Unbekannten erfüllt werden, d. h. eine Identität 
sein, sobald ihr durch eine die Zahl der Einheiten ihres 
Grades übersteigende Anzahl von Werthen derselben genügt 
wird. Die eben geschriebene Gleichung ist aber vOm Grade 
(» -|- 1) und wird doch von (n -b 2) Werthen der Unbekann- 
ten, nämlich von den « Wtirzelwerthen der Originalgleichung 
x = a„ x—tt„ . . . x = a„ 

und von zwei durch die Unbestimmtheit der (Joefticienten 
«I und A, willkürlich wählbaren Werthen, erfüllt; also ist 
sie eine Identität. 

Dasselbe Kaissonnement gilt für den allgemeinen Fall; 
die dann erhaltene entsprechende Gleichung ist vom Grade 
(«-b* — I) und wird erfüllt durch die n Werthe der Wurzeln 
der Originalgleiehung 

x=a|, x=o„ . . . x=a„ 

und überdiess durch k willkürlich wählbare Werthe, da man 
über k Constanten in dem allgemeinen Ausdruck von B als 
einer Function {k — t)"" Grades verfugen kann; sie ist also 
auch eine Identität und die wesentliche Form der Sturm 
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sehen Reste für die von Sylvester gegebenen Functionen 
damit erwiesen. 

Es bleibt übrig, die constanten Factoren zu bestimmen, 
durch welche sich die Letzteren vondenErsterenunterscheiden. 
Unter Beibehaltung der Bezeichnung 

^1) • • • • 

für die Sturm 'sehen Reste mögen die entsprechenden Syl- 
V es ter 'sehen Functionen durch 

T„ ... 

bezeichnet werden und man setze 

r, = 1, Äj, 

r, = 1, Ä„ 

etc. , 

so dass die Grössen 

li, I3, . . . 

zu bestimmen bleiben. 

Die erste derselben lässt sich durch unmittelbare Ver- 
gleichtmg der Coefficienten der höchsten Potenzen von x auf 
beiden Seiten der Identität 

i. ((>1 V-U) = i, R,= T, = A, y- B, V 
bestimmen; denn da x“ in T, nicht enthalten ist, während 
es in dem Producte A, y aus ni"~' in K und nx in A, d. i. 
Z (x — o,) sich zusammensetzt zu n'x", so hat man noth- 
wendig 

und damit nach dem vorderen Theile der Identitätenreihe 

i, = «*. 

Man vollzieht sodann die allgemeine Bestimmung von 
durch folgende Schlüsse: 

Es ist 

1*. Ä* = T* = /l* . y-ßt . ir-, 

da nun für den Fall der Sturm’schen Reste bewiesen ist, 
dass 

.■/* . ßi+i — Aic+\ . Bj,= 1 , 

so erhält man als Werth desselben Ausdrucks für die Syl- 
vester’schen Functionen 

= 1* . A«+|. 

Aus den Gleichungen 

r* = dt . y- Bi . V, 

T (r+l = . y — Bi^i . IJ 
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erhält man aber 

Ak'*-' . Tk — Al, . 7*^, = {At . Ä*+| — Ai^i . Bk) U 

= i* . ii+i . V, 

und erkennt durch Vergleichung der Coefficienten der höch- 
sten Potenzen von x auf beiden Seiten dieser Gleichung, in 
welcher das Glied 

Ak • Tk+i 

diese höchste Potenz überhaupt nicht enthält, dass das Pro- 
duct der leitenden Coefficienten von Ak+t und Tk mit 

h • i*+i 

übereinstimmen muss. Wenn man nun setzt 
■£(«1— “«)* = Pt> 

■2'(o,— o,)* (oi— O»)* («3— Ol)’ = P„ 


■2 («l— 0| )' («1— »l)' (“l— “ 4 )’ • • ■ («»-I— 0«')*== />n, 

SO ergiebt sich durch Ansicht der früher gegebenen Aus- 
drücke der Sylvester’schen Functionen und der Werthe 
der Coefficienten A die Reihe der leitenden Coefficienten in 
T„ T„ T„ etc. 

Pi! Pi! Pi! ®tC. 

und in A^, A„ A„ etc. entsprechend 

Pi! Pi! etc. 

Nach der vorher aufgestellten Relation für das Product 
der leitenden Coefficienten in Ak^\ und T* hat man daher 
die Folge der Gleichungen 

/'f* = 

Pt — ^3 ^ 3 ) 

Pi “ ^4 ^3? 

etc. 

und somit durch 

»• 


die ferneren Werthe der constanten Coefficienten 




Pt 


1 _ 

‘ p! ’ 
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k = 
etc. 


h P* 

«’/'a*’ 


Man ersieht daraus, dass diese cons tanten Cocffi- 
cienten, welche die Sylvester’schen Functionen 
von den Sturin’schen Kesten unterscheiden, we- 
sentlich positiv sind, und dass inan daher bei der An- 
wendung des .Sturm 'sehen Theorems auf die Untersuchung 
der Wurzeln einer Gleichung, als bei welcher es nur auf die 
Vorzeichenfolgen und Vorzeichenwechsel ankommt, von den- 
selben ganz absehen, d. i. die Sy Ivester’schen an .Stelle 
der Sturin’schen Functionen benutzen kann. ’ 


Für den wichtigsten ihrer practischeii Zielpunkte, nämlich 
für die Bestimmung der Anzahl der imaginären Wurzelpaare 
uud der Zahl der reellen Wurzeln einer Gleichung, nimmt da- 
mit die ganze Untersuchung eine ungemein einfache Ausdrucks- 
foriu an; •denn da man für dieselbe nur die Bestiumiung der 
Goefficieuteu der höclistcn Potenzen von x in den .Sturm’scheii 
Functionen zu vollziehen und die Zahl der Zeichenwechsel in 
iliesen zu bestimmen hat, als mit welcher die Zahl der Paare 
imaginärer Wu rzeln übereinstimmt, so wird diese letztere 
Zahl durch die Zahl der Zeichen Wechsel in den lei- 
tenden Co cf fielen te n der entsprechenden Sylvester’- 
scheu Functionen unmittelbar bestimmt. Diese leiten- 
den Coefficienteu sind aber zu den beiden, welche den Functio- 
nen </ und y angehören, 

1 und n, 

die folgenden 

£{a,— a,)\ 2 : (o|— «,)• (o,— o,)*, etc. 
d. i. nach den Entwickelungen des Art. 10. über die symmetri- 
schen Functionen der (Quadrate, der Wurzeldifferenzen 



^0 • 1 *1 

S|, S,. 

*tj *«1 *4' *4 

»S. »4. Sj. *4 


etc. 


Der Letzte derselben ist die Discriminante der vorgelegten 
Gleichung.*) 


*) Vergl. oben Art. 10, p. 79. 
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Da luan enillicli die Summen der gleichen Potenzen der 
Wurzeln in Gliedern der Goerticienten der Gleichung auszu- 
drllckeii weis«, so kann man, ohne die Determinantenfomi zu 
verlassen, eben diese Goefficienten der Gleichung zur Knt- 
scheidung der erörterten Frage selbst verwenden, so dass die- 
selbe in allgemeinster Weise gelöst ist. Man hat — mit der Vor- 
aussetzung o„ = 1 — 

*0 = "» 


j *01 *1 

_ *01 *l+«l*0 ' „ _ 

1 *1 1 *f 

; *1 » *»"f*'*i *1 


n , (M— 1) «1 I 


2«, I’ 



*01 *11 *t 

j 


*11 *t 1 *1 

= 


**i *ai *4 I 


1 1 1 «1 

1 «» 



! 1 , 0 , 0 , 0 


0 , s, 
* 


’(H *11“» 

s» 


0 , »0 + 1 ». + 0|*i +o.*„ 

»01 *1 + «I *01 *« + “l *1 + «.»01 *. + «I *» + «.»t + «J»0 

»II ». + «1»11 »» + «!»» +«.»11 »4 + 0l»J + 0.». +«.»! 


d. i. wegen 

» = »01 (" — 1) «1 =*1 + «1»01 

(h— 2)a,=i, + o,*,-f-a,*|,, (n— etc. 


*0 1 *1 1 *f 


1 1 

«1 1 

«. 1 

«. 

*1 1 *tl *• 

r= 

0 1 

n 

(n— l)«|i 

1 

6 

**1 *81 *4 


« 1 

(n— l)Oii 

(n— 2)o,i 

(n— 3) a. 



«11 

2«. 1 

3«j , 

4 «4 


Ganz dasselbe Verfahren führt im allgemeinen Falle zum 
Ziel, als in welchem man die Determinante n"" Grades 

»0 1 »I 1 »t 1 • • • *«— t 

»I 1 »»1 »» 1 • • . »s 

»» 1 »»1 »4 1 • ■ • »«-t-1 

»«-1 1 »ni »n+1 1 • • . »So— 2 

in die ihr gleiche Determinante 2 (n — I)'’'" Grades 
1 , 0 , 0 , 0 , . . .0 

0,1, 0,0,. . .0 

0,0, 1,0,. . .0 

0 1 0 , 0 , Sq, s, , . r„_i 

* ü , Äj, S|, s,, . 

• »0 1 »II »»1 »S1 ■ »rt-f l j 

b , *0 1 »I 1 * • • • »2«— 4 

»01 »I 1 »ti • • • • »2o — 3 

»I 1 »» 1 »» 1 • • • »2s — 2 
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verwandelt und die obigen bekannten Relationen zwischen den 
Coel'fieienteu der Gleieliung und den Sminnen gleicher Poten- 
zen ihrer Wurzeln zu ihrer Üinlbnuung verwendbar macht, 
indem inan zu ihrer zweiten Verticalreihe. die mit «, multipli- 
cierten entsprechenden Glieder der ersten, zur dritten die mit 
a, multiplicierten der zweiten und die mit a, mnltiplicierten 
der ersten, zur vierten die, mit a, multiplicierten der dritten, 
die mit a, multiplicierten der zweiten und die mit a, multipli- 
cierten der ersten hiuzuaddiert, etc. Man erhält 

a, , a, , aj j ■ 

1 , “i ) 1 

0 , 1 , a, , 


« , (»— l)«n («— 2)“«, 

-l)o„ (h— 2)a„ (n— 3)a„ 

>a, , 3a, , 4a, ,... 


' 12 . 

Wenn inan die Gleichung 

x" . . -|-a„_ |X-|-a, = 0 

mit den bekannten Relationen'®') 

«n +«.*«- + +«»-1*1 +«11*0 = 0, 

*n-(-l+«l*n +«, *»— 1 + .'. +«»— l*l+«n*| =0, 

*»+-2+«l*»-(-l+«I*fl +••• +«»-l*l + ««*J =0, 


*— 1 
*> 


1 , 
0 1 
U , 


• • • * 2 * 1—2 


0 , 

n , (h- 

O I« 4 


*2»-l+«l*2n— 2+0|*2»-3+... +“»-1 *n +«»*»-! =0 

combiniert, so gehen einfach durch die Elimination der Coet- 
ficienten 

«I > «« > «s • • • «n 

aus ihnen Functionen hervor, welche die oharacte- 
ristischen Eigenschaften der Sturra’schen und 
Sy 1 vester’schen Functionen gleichfalls besitzen; 
man erhält 

*) Vergl. die Anmerkung zu Art. 0, p. 44. 
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x“ , X*“', . . . X , 1 

*« > *lt— I ) *»— J » •••*]> *» 

*|»+I y *11 j *«— J } • * • *t ? *1 


= 0. 


*J«-I ) * 2 »— ?> ••• »n » *n-l I 

Addiert luan hier zu den üliedem jeder Verticalreilie 
das Product des entspreciienden Gliedes der uächstfolgeudeu 
Reihe mit — x, so erhält man die neue gleichwerthige Form 
dieser Detenuinante 

s» — XS„,|, s,_| — ...3, — XS„ 

*,.+! — -r»ii . »II — xs„_i, ...s, — xs, 


*2«— I — *2«~2 — 3> »« — •rs,-i 

welche durch das >iymbol K„ abkUrzend bezeichnet werden 
mag, in dem Sinne, dass die Function i'i durch die analog 
gebildete Determinante 

H — x'*i_, , . . . s,— xs„ I 


definiert wird. Alsdann besitzen die Functionen 


V„, V,_,, V,_2, ... P., V,, 1 

die characteristische Eigenschaft der Sturm’scheu oder 
Sy Ivester’schen Functionen, nach welcher für irgend einen 
Werth von x, welcher die Function Kj. auf Null reduciert, 
die Functionen , Kt_i entgegengesetzte Vorzeichen an- 
nebiuen. Denn es ist eine allgemeine Eigenschaft der De 
terminanten, dass aus den Relationen 

V = 

‘ d(»*+,— X5t)' * ' d(st— x»*_,) . d(s*+,— x*t)’ 

welche hier erfüllt sind (indem man durch 

d. P*+. 

d (**.^1 xsjh') 
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» 


die Partialdeterminante bezeielmet, welche aus hervor- 
geht, indem man die Reihe und Zeile in derselben unter- 
drückt, welchen das Element 

angehört, und ebenso durch 


rf(st — . rf(st+i— j;**) 

diejenige, welche aus derselben ursprünglichen Determinante 
durch Unterdrückung der beiden Reihen und Zeilen hervor- 
geht, denen die Elemente 

(si— und (j<+i— xst) 
angehüren), sieh ergiebt 


■ ' d(st — xsj_i) ■ * Ld(st-i— xs*_ 2 )J ’ 

so dass für ein verschwindendes das Product . K*_, 
wesentlich negativ ist, als Ausdruck der vorbezeichneten 
characteristischen Eigenschaft. 

Man ersieht aus der ursprünglichen Form der Ijetrach- 
tcten Determinanten sehr deutlich, wie die Determinan- 
ten der Potenzeusuinmen der AVurzeln als Ooef- 
ficienten der höchsten Potenzen der V'eränder- 
lichen in den Functionen K* durch ihre Zeichen- 
w'echsel über die Zahl der reellen und imaginären 
Wurzeln entscheiden müssen. 

Aber auch die vollständigen Functionen von 
Sturm selbst lassen sich durch ziemlich einfache Mittel 
in der Form von Determinanten oder entwickelt 
darstellcn.**) 

Sei R=x”-)-a, .. -|-«n = ö, 

V die Derivierte dos Polynoms U nach x, bezeich- 
nen Ä,, Äj, etc. wie vorher die Sturm'schen Reste, so dass 
wie früher 


R, = Q,V-U, Ä, = p,Ä,-K, Ä, = 
Rk= y*-i Ric—i — Ric-t 


oder 


*) Ver^fl. F. Hrioschi, „Theorie de« Difterminaut« par E. Com- 
hescure,“ p. 13, (ileiohung llj. 

♦♦) Vergl. Brio« c hi in „Nouvelles Annnle« de Math.“, t. XIII, p. 73. 
Fieiller, neuere üeomelric u. .Vl^ebta. 7 
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H,= VN,-UZ,, R,= VN,-UZ„ . . . Ä* = KA*_,_t/Zi_,, 
und 

Zt_) . Aj_2 — . A'*_| = 1 

ist, wenn 

^ ^ ^ Z*_| 

A,’ i\’ A,’-"Ai:, 

die iuii'einanderfolgenden Niiherung.swertlie des Ketteii- 
bmches 

1 


Qr 


1 


1 




k, 


bezeichnen. 

.Substituiert man eine der ^^'urzeln der Gleichung f/=0, 
z. B. a,, in die Identität 

Ä^=KA4_,-(/4_,, 

so erhalte man 

Ä* («,) = r(o,) A*_I (a,) , 

und hat nach den bekannten Gesetzen der Zerlegung in 
Brüche einerseits 

— 'V -i ( « .) 

V (j — «,) l'(Oi) X — o, ' 

anderseits 

(“.) _ ,) v(“.)* ' ■ l*k («,) _ 

^ r,öö 

wo C* der (^oefficient von j-"“* in der Function ist, 

und die Summierung sich überall auf .säimntlicho Wurzeln 
der Gleichung erstreckt, ^\'egen 

geben diese letzteren Formeln die Reihe der Gleichuuguu 
£ AV_i (tti) = 0 , £a, At_i ( or.) = ü, . . . 

A;_, (o.) = 0 , .V*.., («,) = C*. 

Setzt man nun 

Ax_i(a,) =Ci_i + . . -{-c, 

wo wegen 

t;=Äx_, A’*_,-«*A*_,, 
und nach der vorigen Bedeutung von f* 

Ct_i . cx_i = 1 
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ist, so hat iiiaii mit Beibphaltung des Symbols v für die Summe 
der r"" Potenzen der Wurzeln das System der Gleichungen 
»•„s„ + c,s, + . +ct_,jj_i=0, 

ro»i + c,.i, + ... +<•*-! »t =0, 


eo*i-a + e, »r-i + ■ • ■ + c*-i *?*— 3 = 9, 
<-'oS*_l+C|S* +•■• +c*-i*u— 2=0, 

und wenn 

I s„, s, , . . . *J_, 

1 i 

I *1 > *J , . . . St 


I s*_i , St, . . . su—i ; 

■ gesetzt wird , durcli Auflösung desselben 

C, d.P, 
/'t‘</s*_,’ 

P,- ds, ’■■■ 
_(\ d.P, 

— I “* n ' j - 1 

Pk dS,li--2 

indem man wie \’T)rher durch 


d.Pj 

dsj 

die durch das Verschwinden des Elements sj und seiner 
Zeile und Reihe aus der Ueterminante /'t hervorgehende 
Partialdeterininautc bezeichnet. Alsdann ergiebt die Relation 
(«,) = c*._, a* - ' + cj. _ 2 o*-’ + . . . 4- c, o + c„ 
die Gleichung 


und somit 


d. i. 


und weil 


ds-ik-2 dS2t_3 rfst dst_i/ 


Ck 

d.pk 

1 

l‘k 

dS21_2 



_ 1 

Pk 

Ck 

f*-1 

■ Pk-, 


= p, = 

K = ”, 


7 * 
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je nachdem A gerade oder ungerade ist. 

Man sieht daraus, dass sowohl diese Ooefficienten C, 
als die Nenner der successiven Näheningswerthe S mittelst 
der Coefficienten der Gleichung selbst ausgedrückt werden 
können. Sodann gelangt man leicht zur analogen Entwicke- 
lung der Sturm-schen Koste von der Formel aus 


M-'). 

U 

Denn indem mau setzt 


(«i) 


+ 


hat man 


~ + . 

X — a, X — u. 


Pj, ^ 

Cl'U 


I " 

H = 

x—a„ 


*t-l 


»t -7 , I > 
B.. . Bl . 


^•lk—3 

B*-| 


Aber dieselben Voraussetzungen geben 

B, == X r,_t — s,_i und ^ , 

also durch successive Substitutionen 

t>iVr=x‘ .V-{x‘-'s„ + X'-'is,-\-... +xS).2 + Si.t)U 

oder 

a) FjB,-ffl,B^i-f-»,B,_..-|-... -f(7,r„| = r!j:'-fa,j-'-F... -fa 

— (/jnj:— ' + (« — I) ... -F (« — «■+ J. 

Man hat z. B. für /r= 1 




fji / V ’S j -^1 

s,, s 


:(-AY. 

Vf,/',; 


«4, *5 I 

I *^0 » J *’* > '’s . 

1, f>, 0, 0, n 

0 , Äg, S, y S, , Sj 

^0) ^ ■**; *^S> ^4 
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und durch eine analoge Umformung wie bei der Determi- 
nante des leitenden Coefticienten in dem Falle der Auf- 
suchung der Zahl der Paare imaginärer Wurzeln und mit 
Beachtung der Gleicluuig n) 

j 1 , a, , (I, , «5 , «4 

1 0 , n , («— 1 )</„ (n— 2 )«„ (n— 3)a, 

) ("—•■’) " 3 , (»— 4)ai , 

‘ ’ a,, 2 o, , 3o, , 4fl4 , 5oj I 

0 , y ,y, ,y, , y, ] 

wo diu'ch r, , f ', , r, die folgenden Ausdrücke bezeichnet sind : 
y, = (x + a,) V—nU, 

F, = (j:*-|-«|X-fu,) F— — l)o, j V, 

Fj= (x’-|-n,x*-|-n,x-|-«,)F—{nj-’-|-(» — l)o,J + (» — 2 ) 0,1 F. 
Dieselbe Umformung kann auf die Bestimmung jedes 
anderen unter den Sturm’schen Resten angewandt werden. 
Mit Hilfe der abkürzenden Symbole 

• • • »n'jl'r, 1 .)", 

F = ("o> «1 ,<'>>■■■ 1)"“'. 

■ >F=(o| , a,, Oj, . . . «„Jx, 1 )— ‘ 
hat Cayley*) die Reihe Sturm’scher Functionen allge- 
mein in folgender Form gegeben 

(/, F, 

V, W 

" 0 , «I ’ 

xF , y , xW , W I 

I (« — 1 ) 0 | , o„ , (» — 1 ) O, , 0 | , ’ 

l(n — 2 )!o„ (n— 1 ) 0 ,, (n — ••)!«,, (n— l)o, | 
x'F , xF , F , x'W , xW , W 

Ofl ,0 ,0 ? 3*1* J ^ >0 j 

(»I- 1 ) 0 | , o„ , 0 , (n-l)o,, 0 | ,ü I 

(h- 2 )!o,, (n-l)«i , «„ , (n-2)\a„ (n-l)o,, «, 

(«- 3 )!o 3 , (h-2)!o„ (n-l) 0 | , (n-3) ! 04 , (n-2) ! fl„ (n-l)o, 
(;i- 4 )!o 4 , (n-3)!o„ (o-2)!o„ (n-DIOj, («- 3 )!o 4 , (n-2)oj 
etc. , wo wir überdiess durch die Bezeichnung 

( n — k) ! 

die Grösse 

*) „Fhilosophical Transactious,“ Vol. 117, 1857, p. 733. 


Digitized by Google 



102 


(n — l) (n— 2) . . ■ (» — *) 

1 .TT. .Ar 

abkürzpnd vertreten haben. 

Ihre entwickelten Ans drucke sind fUrdieGlci- 
chiing des zweiten Grades 

(«0, »«5®. 0’=o 

("o, 2a,, a,\x, l)’; 

K> 0) 

— + (7, 

für die des dritten Grades 

K . "d «ti i)’ = o 

(rt„, 3«,, 3n,, I)^ 

(<7„, 2fi,, a,\x, 1)*; 

(-*(«■’— «o"3)V» 0; 

— tln(,n,ff,a, + 4rt„rt,’ + 4«,''o3— 3n,’n,’; 

für die des vierten Grades 

("O) «IJ "f> ">) = 

(«„, la,, fia,, 4rt3, 1)‘; 

(a^j 3a,, 3a,, a 3 ^x, l)*5 

(3 (a, ’ — a„ a, ) + 3 (a, a, — a„ a,) + 3 ( a, a 3 — a„ a^'j^x, I )• ; 

3 ((3a„’ a,* — a„*a, a ,+ a„a,'a— 14a„a, a, a,+ Sta„ a,’+8a,’a,— 6a,* a,*), 
(a„’a,a 3 — 4 a„a, ii^a—a^a, a^'+Sa„n,'a,+ :ia,’a,-~‘Ja,^n,a,)\x, I ) ; 
a„* a^* — 12 a„* a, a, a,* — 18 a„* a,* a,* + 54 a„* a, a,* a^ — 21 a„* a,* 
+ 34 a„ a,* a, a' — Ha„ a,' a 3 * a, — I80a„ a, a’a,a^ + 108 a„a, a, aj* 
-|- 81 a„ a,* a, — 54 a„ a,*a,* — 27a,‘a,’ + 108 a,“ a, a, a, — 64a, ’aj* 
— 54 a,*a,*a,4* 36a,’a,’a3*. *) 

III. l'eber die Resalttnle und die geMeidschafllicbeB Wunrln 
iwci Gleichangrn. 

13 . 

Man nennt das Resultat der Elimination von 
m Veränderlichen zwischen m homogenen Glei- 
ehnngen die Resultante**) dieser Gleichungen 


♦) Am angeführten Orte sind sie noch für die allgemeine Gleichung 
des 5. Grades gegeben. 

**) Die Bezeichnung Kosultante hat zuerst Betont auf das Kesultat 
der Elimination zwischen n homogenen linearen Gleichungon roit/iVer- 
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und. knnn, win auch iiu Allgemeinen, so besonders für bi- 
näre Formen, die liier allein in Hetraelit kommen, die Be- 
stimmung der Resultante an die Theorie der symmetrischen 
Functionen anknüpfen. Denn die Resultante zweier Glei- 
chungen hat den Werth Kuli , wenn dieselben eine gemein- 
.»amc Wurzel besitzen; in Folge dessen muss das Product 
aller der Subslitutionsresultate, welche man erhält, indem 
man die Wurzeln der ersten Gleichung an die Stelle der 
Unbekannten in die zweite Gleichung substituiert, nothwen- 
dig Null sein. Da diess Product aber offenbar eine sym- 
metrische Function der AVurzeln der ersten Gleichung ist, 
so kann es in Function der Coefticienten derselben ausge- 
driiekt werden und liefert alsdann die verlangte Resultante. 
Werden die Gleichungen allgemein in der Form 

"o 1/ + fl, + «m y” = 0, 

angenommen und ihre Wurzeln respective durch 
a, , a, , «3 , . . . o„ 

und 

... 

bezeichnet, so ist die Resultante nothwendig das Product 

aus n Folgen von je m binomischen Factoren 

fl = («1 — «,’) («, — «,') . . . («„ — «,') — ((», — «,') . . . 

(«„ — «/) («,— «3') . . . («(»— ß,') . . . (o,— ß„') (ß,— ß„') . . . ( ß«— ß„'). 

Für zwei Gleichungen zweiten Grades liefert die unmittel- 
bare .Substitution nach dem ol)cn angegebenen Verfahren direct 
die Resultante, welche in Art. 2 nach ilirer Bedeutung für die 
Theorie der Elcmentargcbilile erörtert worden ist. 

Wenn für 

+ + «.V = ü 

die Wurzeln der ersten Gleichung durch ß, , ß, bezeichnet wer- 
den, so liefert die Multiplication der Resultate, welche durch 
ihre .Substitution an Stelle der Unluikannten in die zweite ent- 
stehen, das Product 

K'ßi’ + «i'«i +"j’) + + 


äiiderlichon angewamlt; /{=0 ist dann der verschwindende gemeinsclmft- 
liche Nenner der AVerthe der Unbekannten, die Peterminante der (’oef- 
Hcienten des Systems. Vergl. Art. 6, p. 46. 
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d. i. 

«0 ’ «I* “«’ + "l ’ «1 "t + "o' "l' “l “j («I + «•) + %' "/ («t* + *>l') 

+ 0|V(“t+«j) + "«'*, 

Komit wpgen 




— + , hwo"« l ~i~ - ~ ) +"» 

®0 ^0 '^0 ^ 0 ' ^0 

oder 
d. i. 


(o„o,'— — («, o,'— 
wie im Artikel 2. 

Man überzeugt nieli leicht, dass es dabei ganz aut' 
dasselbe liinausküiiimt, ob man die Substitution der Wurzel- 
werthe der ersten Oleiclmug in die zweite oder die der 
Wurzelwertlie der zweiten Gleieliung in die erste vollzieht. 
Man erhält in dem einen, wie im anderen Falle — und diess 
gilt ganz allgemein für die Gleichungen des m''’" ujid n"” 
Grades — in dem Product der Stibstitutionsresidtate das 
Product sämmtlieher Ditferenzen der Wm’zeln der einen 
Gleichung mit den AVurzeln der anderen Gleichung, welches 
der Resultante gleich ist. 

Man erkennt auch daraus, dass die Resultante 
zweier Gleichungen des m'"' und n"" Grades in den 
Coefficienten derselben homogen und vom n''" 
Grade in den Coefficienten der ersten, vom m''" 
Grade in den Coefficienten der zweiten Glei- 
chung ist. 

Die Uebersicht des gewählten einfachen Beispiels zeigt, 
dass die Summe der Indiees in jedem Gliede der gefunde- 
nen Resultante die nämliche und =4 ist, und man darf nach 
den Betrachtungen des Artikels 7 erwarten, darin eine all- 
gemeine Eigenschaft der Resultante y.n tinden, da dieselbe 
eine symmetrische Function der Wurzeln der betrachteten 
Gleichungen ist. Es ist in der 'l’hat sehr leicht, den Nach- 
weis derselben für die allgemeinen Gleichungen des mf'" \md 
h’"‘ Grades zu führen. Denn, da die Resultante das Pro- 
duct sämmtlieher »i n Ditferenzen ist, die man aus dea Wur- 
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7-eln der einen und denen der anderen Gleiehunp bilden 
kann, so wird sie mit c™” multiplicicrt , wenn jede der 
Wurzeln 

n, , 0 | , o, , . . . o„ 

mit dem constanten Factor c multiplicicrt ist. Damit diess 
aber geschehe, inü.ssen in den Cocfticienten der üleichungcn 

? ■ * * 

und ebenso in 

f ^1 j • ‘ 

nach ihrer Natur als symmetrische Functionen der Wurzeln 
(Art. 6) die Factoren 

f“, c‘, c*, . . . c“, c" 

rcspective hinzutreten, Factoren also, deren F.xponenten 
rcspective mit den Indices der Coefficienten , zu welchen sie 
treten, identisch sind. Die Ilesultante der beiden (tleichun- 
gen wird also mit r"" mnltipliciert, indem zu jedem ihrer 
Glieder eine l’oUuiz von e als Factor tritt, deren Exponent 
mit der .Summe der Indices des Gliede.s übereinstimmt; diese 
Sunnne muss also eonstant und =mn, d. i. gleich dem Pro- 
duct der Grade beider Gleichmigen sein, oder nach der 
Ausdmeksweise des Artikels 7, das (iewicht eines jeden 
Gliedes der Resultante zweier Gleichungen als 
Function ihrer Coefficienten ist dem Product 
ihrer Grade gleich. 

Man kann nach diesen allgemeinen Gesetzen in je- 
dem gegebenen F'alle die litterale Form der Resultante 
entwickelt darstellen, h'ür den Fall m = n scbliesst man 
aus der Natur der Restiltante als Product aller Wurzel- 
differenzen auch auf die Gleichheit der numerischen Coefti- 
cienten derjenigen ihrer Glieder, welche das eine aus dem 
anderen durch Vertauschung der (’oefticienten der einen 
Gleichung mit den entsprechenden der anderen oder durch 
Verta\ischung der (Viefticienten jeder Gleichung mit den von 
dem Mittelgliede derselben gleichweit entfernten Coefficien- 
ten der nämlichen (ileichuiig hervorgehen; wie es der spe- 
cielle F'all der Gleichungen des zweiten Grades bestätigt, 
wenn man die entwickelte Gestalt der Residtante vergleicht. 
Die Vorzeichen solcher Glieder sind gleich oder entgegen- 
gesetzt, jenachdem die Glfüchungen von einem geraden oder 
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ungorndon Grado sind. Für zwei Glpichmigon zweiten Gra- 
des erhiilt man daraus die allfremeine Form der l{esultante 

^ ("o'"«'* + "o + ß ("o"i "i’"f’+«u'"i "i «a) 

+ C{ii„n, ff, '«,*)+ ff,'. 

Nach den aus der Tlieorie der symiuetrisehen Functio- 
nen pepebenen Entwickelunpen muss erwartet werden, dass 
die Resultanten derG leichunpen in der Form von 
Determinanten ihrer Coef'ficicnten erhalten wer- 
den können. Diess wird in verschiedener Weise her|uein 
geleistet durch die von Euler und Bezout gegebenen Eli- 
minations- Jlethodeii, besonders in den Modilieationen , die 
denselben durch Sylvester, Cayley und Hesse zu Theil 
geworden sind. 

In der That, — nach dem Grundgedanken der Met ho de 
von Euler — , wenn zwei Gleichungen einen gemeinschatt- 
lichen binomischen Factor besitzen, wie es die Resultante 
Null fordert, so muss dasselbe Resultat erhalten werden , ob 
man die erste Gleichimg mit den übrig bleibenden (« — l) 
Factoren der zweiten, oder die zweite mit den übrigen 
(ffi— l) Factoren der ersten multipliciert; jene bilden eine 
vollständige homogene Gleichung (n — l)''"" Grades mit neuen 
CocfHcicnten 

■'1(1? ? ■'^j ? • • * — 1 ? 

diese eine solche (m— lV" Grades mit den Coefficienten 

^0 ? ^1 ? d, , . . . /I »rt _ I 

und die nothwendige Identität der Multiplications- Resultate 
liefert mn lineare Hedinpungsgleichungeu zwischen den Coef- 
ficienten 

'1(1? 1 ■ • 

aus denen diese nach der Cramer’schen Regel eliminiert 
werden können; das Ergebniss ist die Resultante in Deter- 
minantenform. 

Mau crliält so für den Kall 

«((•'■’ -b « I + «« <f = <• ? "(i’-^' + "i + «j V = " 

durch Multijilicatiou mit 

respertivo 

(A„x+A,y) (ff„i* -b ff, XI/ -b rt, y>)={A^x ■+■ A,’y)(a„'x* + n,'xy + «r ,'y*) 

und die Bedinpungen 
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■'^0^0 ^ 

^0«l + "o— = “j 

-^o". + ^1 «1 — ^ä"t— ^ l’"l‘ = "> 
y4 1 f/j /i| ft^ — Oj 

also nach der Cra rae r’ sehen Uej;el die Resultante in der Form 


"o f 

0, 

"(1 f 

0 

"l> 

"o? 

«i'f 

" 



"t'f 

" 

Of 

"ff 

0, 

«1 


wie sie in Artikel 2 schon po};ehen ward. 

Einfacher in der Anwendung ist die dialy tische Me- 
thode Sylvcster’s, welche darin besteht, dass die Olei- 
chung des nt"’" Grades mit x“—^ y , etc. und die Glei- 
chung des fl''" Grades mit x’“-'^ ij, etc. mullipliciert und 

aus den erhaltenen (m-f-») (ileichungen die (fn-j-n) Grossen 
+ « — 1 ^ + " — ^ jr 3 j etc. 

linear eliminiert werden. 

Auf die vorigen Gleichungen angewendet, erhält man 
+ •r*J + «j-ry* =0, 

It + "i -r »* + «1 Jf’ = 0, 

"o'-r’ -f ni'j-'y -I- a,x if =0, 

<'«^y + + "iV = 0. 

und dieselbe Determinante wie vorher durch die Elimination 
als Resultante. 

Dass diese Methode zu einem mit dem der 
Euler’schen ersten Methode identischen Resultate 
fuhrt, lässt sich in folgender Art beweisen.*) 

Sind für y = 1 

qp (x) = «„ J« -1- «I j« ' -f- . . . -)- a„ = «„ (x— o,) (x — a,) . . . (x— cr„), 
i(> (x) = n„'x" -I- n,'x" - ' -I- . . . -p «,' = f,„'(x—a,') (x — n,') . . . (x — o„') 


♦) Horchardt, „Vergleichung zweier Formen der Eliminatioiij»- 
Kesultante.“ „Journal f. d. r. n. a. Math.,“ Ttd. LVIl, p. 183. 

Einen anderen Rewei« gab HeHse, „II netorminante di Sylvester 
ed il Kesultante di Eulero.“ „Annnli di Matern. daTortoUni,“ Vol. II. 
185'J, p. 5, und vorher in der kritischen Zeitschrift für Mathematik 
(1858, p. 48^)). Er geht von der Vergleichung der Syl vester’schen 
Kesultante mit der Determinante der Summen gleicher Potenzen der 
Wurzeln ans, welche als das Product der Quadrate aller Differenzen 
der Wurzeln bekannt ist. 
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die beiden Gleicdningen, so ist nach der ersten Eni er 'sehen 
Methode die Resultante 

Ä = r, 

wenn man durch P das Product aller Differenzen bezeichnet, 
welche je aus einer Wurzel der ersten und einer Wurzel 
der zweiten Gleichung sich bilden lassen; und es sind für 
R demnach und, wie bekannt, auch die beiden Ausdrücke 
statthaft 

Ä = (— 

= "o'" v(a,')<P (“«') (“n')‘ 

Bezeichnet man nun mit 

flt.m das alternierende Differenzenproduct 

(«I — «l)(«3 — «l)(«4— “l) • • • (t." — 0«-l), 

mit 


Pl’i,n ebenso das analog gebildete 

(a,'— «,') (o,'— o,’) (ß/— «,') . . . (ß„'— ß',_i) 

und mit D die Determinante (m+n)"''' Ordnung 


, I, a,\ «i'*. 

1, ß,', ß,'*, 

I 


er, 

«2 


'm + n — I 
—I 


1 *» 
1, ß, , ß,’, 
1, ß,, ß,*, 


1 , «». 1 o».’i 


+ i ' 

ß, , 


ß».'"+'— ' 


d. i. das alternierende Differenzenproduct aller der Grössen 
so hat man 

fl', 

Nach der zweiten Euler’schen oder Syl vester’s dia- 
lytischer Methode erhält man als Resultante die Determi- 
nante (m-t-w)'"" Ordnung 
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i a„, a^i, ... a„, 0, 0, ... 0 

I 0 , a„ , . . . a, , o„, 0, ... 0 


0,0 , . . . 
"ii', a'n-i. . • . 
0 , «„■ , . . . 


0 , , a«,_i , . . . «Q I 

n,', o„', 0 , . . . 0 

. 0 


Io, 0, ... 0, n,', o'„_i, ... o„' I 

als in welcher diel., 2 (n — !)"■, n'“', (« + ly' und (»n+n — l)" 

Linie von Elementen angedeutet worden sind. 

Man erkennt alsdann die Identität von fi und T, indem 
man die beiden Deterininanten D und T nach der gewöhn- 
lichen Regel niultipliciert; denn diese Multiplication ergiebt 

(p(o,'), o, a,'"X «,'), 0 , 0 ,... 0 

»(et,')- 0 


D.T= 


<f>M, 

0 , 0 ,... 

0 , 0 ,... 


Ol,'" '»(“«’). ^ - 

•> I V(“i). 
0 


0 ,... 0 
“i ’P(“|).— a|”''l(i(0|)’ 
«1 »(«,')•••• a,”-' »(o,) 


Io, 0 ,... 0 , o«T(,(“--V" V(o“)l 

oder, wenn inan für die Ueterniinaute rechts ihren Werth 
setzt , 

I» . 7 = 1/ . J7't . , . ()0 (o,') ()p (n,') . . . ip (o;,’) . 1// («I ) . 1/1 (o, ) . . . i|; (a„) 
= (-i)'""«o" 

und somit wegen 

P=:«„"«;«.P, 

d. i. 

r=Ä, 

wodurch die Identität erwiesen ist. 
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14 . 

Dagegen iulirt die B(izo»it-Cay ley 'sehe Metliode 
direct zu jener einfacheren Deterininantenform, welcher die 
KeHuItunte nach dem Beispiel derjenigen von zwei Glei- 
chungen zweiten Grades fähig ist; nämlich für diese, wie 
aus Artikel 2 zu ersehen, 

I «0««'— «o««. “o'"i 

Diese Methode mag an zwei (Tleichungen des fünften Grades 
«n/‘+ai + + .iV+a» iKy'-f-as jf = 0, 

o„V + «, 'a * y + a, V y* + n,'.v V + »4'a; y* + «5 V = 0 

erläutert werden. Man multipliciert die erste Gleichung mit a,', 
die zweite mit o„ und bildet durch .Stibtraction und nachlierige 
Division mit y die Gleichung 

(o>, — fl„ « , ') j ‘ + («„'«, — ) . 1 * y — «„ a,’) x' y* 

+ («o'"4 — "0 y" + — "0 "»') y* = 0, 

welche durch Anwendung der abgekürzten llezeichnung*) 
Koi'). K".’). ft«. 
für die Determinauteu 

'*01 "1 '*01 1 pt,. 

f / > / / I 

I f <7| I ^^0 1 I 

die als Coefücienten in dieser Gleichung figurieren, in der Form 

K«i') •'*+(« 0 «/) •'’y+(«„«.')i*y’+("ü«4')'-cy’+ Ko/) y*= 0 

geschrieben werden kann. Auf dieselbe Weise liefert die Mul- 
tiplicatioa der ersten Gleichung mit («„'.r-j-Oi'y) , der zweiten 
mit (ao-*+"iy)> die Subtraction und nachlierige Division mit 
y* die Gleichung 

(«„o,')a:'+((n„«,')-f (,«,o/)lx’y + ((«„«/)+(a,a,'))a:V 

+ ( («»"4) + («1 «4’)) ^y* + ("1 «4') y* = 0 - 
Ebenso entspringt aus der Multiplicatiou der Gleichungen re- 
spective mit 

(« 0 ' a’ + «,'a- y + a,y ) , (n„ .r’ + a, .r y -f o, y* j, 

Subtraction und Division mit y* die Gleichung 

+ (("ü"4') + (« 1 «.')) -T’y + (K«s') + («t ot) + (n, a/)) jtV 
+ ((". Os') + (« 1 04 ')) ar / + (o, flj') y* = 0, 
und die Fortsetzung der Operationen nach demselben Gesetze 
fügt den Vorigen noch die beiden Gleichungen 

*) ' ergb Sylvester, ,,Oii a Tlieiiry of tlie .Syzygetic Kulatiuiis“ etc. 
„Pliilos. Trans.“ Vol. l«. (1853.) 
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("o“.') 1 * + ((»«»s) + («I «/))•<’» + ((«1 a/) + 

+ (("»«»')+ («j«.') ) -r »’+ («3 «s') H* = 0. 

(«o«s')-'^ + ("i + (o. «i')-Ty + («, «a')a-Jf"+ (a,»s') Jf‘=0. 

Aus (Inii fünf so gcliililptou (>k’U-limi<;oii lasse» sich aber 
die (Jrösseii 

u\ x’//, j*y\ jy, y‘ 

linear eliminieren und man erhält die Kesnltaute in der Form 

("o"i'). ("«"»') . ('V'j') . ('V'/l .(“o"»') 

(«o'h')- ('W)+("t"j')* (*o"i')-H«io/)+(iv/j'). («,n5')+(«t«/l- =0; 

("o"/). ("o"i')+(«i"4'). h'i« 5 ')-f-(</,ni'), (o,n,' !+(«,«/). (n,nj') 

("o"»'!, («1«»')- ("jOa')- («sOs')' ("i«-/)' 

eine Detemiinante fünften (»radcs in ihren Klenienten, während 
die vorigen Methoden eine Determinante zehnten Grades liefern 
müssten. 

Dieselbe Methode überträf't sieh ohne Schwierigkeit auf 
Gleichungen verschiedener Grade, wenn man beachtet, dass 
es iiimier nur darauf ankouuut , durch Multiplicatiouen der 
angezeigten Art und Subtraction der Producte solche Glei- 
chungen in hinreichender Anzahl zu bekommen, aus denen 
inan die Potenzen der Veränderlichen linear eliminieren 
kann. Für n > erhält man n Gleichungen vom (n — 1)''" 
(irade; in der Resultante .selbst enthält jede Reihe die Co- 
efticienten der Gleichung vom niedeni und nur tn Reihen 
enthalten die Coefficienten der Gleichung vom höliern Grade, 
wie es nach dem allgemeineis Gesetze ihres Grades in den 
( ,'oeflicieuteu beider Gleichungen sein muss. Man kann die 
(n — 1«) Glieder, welche der Gleichung des niederen Grades 
gegen die des höheren fehlen, als mit dem (.'oefticienten 
Null behaftet einffihren und nach dem allgemeinen Schema 
für Gleichungen desselben Grades verfahren. Eben diess 
aber fordert noch einige Bemerkungen, die zu einer völlig 
ineehanischen Anwendung desselben führen können. 
Die Determinante, welche die Resultante darstellt, ist symme- 
trisch in Bezug auf die von oben links nach unten rechts , d. i. 
die dem Anfangsglied ihrer Entwickelung entsprechende Dia- 
gonale. Ihren Bau , sowie den der analogen Formen , welche 
anderen Graden entsprechen, übersieht man vielleicht noch 
besser, wcnin man die Abkürzung des Ausdrucks für die 
ihre Elemente zusammensetzenden Determinanten zweiten 
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Grades noch dadurch erhöht/dass man nur die Indices der 
in dieselben eintretenden ('oefficienten beibehält, also 


( 0 , 1 ), (1,2) etc. statt 


"o , «1 


O, , tf. 


f 


«o'> «l' 


<7j , </j 


etc. 


Mau hat <lann für flie eben erhaltene Resultante der Glei 
chungen fiiul'ten Grades die Gestalt 

(0,1), (0,2) , (0,3) , (O.t) ,(0,5) 

(0,2), (0,.3)+(l,2), (0,4)+(l,3) , (0,5)+(l,4), (1,5) 

(0,3), (0,4)+{l,3), (0,5)+(l,4)+(2,3), (l,5H-(2,4), (2,5) 

(0,4), (0,5)+(l,4), (l,5)+(2,4) , (2,5)+(.3,4), (3,5) 

(0,5), (1,5) , (2,5) , (3,5) ,(4,5) 

und für die der Gleichungen sechsten Grades 
(0,1), (0,2) , (0,3) , (0,4) , (0,5) ,(0,6) 

(0,2),(0,3)+(l,2),(0,4)+(l,3) ,(0,5)-e{l,4) ,(0,6)+(l,5), ( 1 ,6) 

(0,3),(0,4)+(l,3),(0,.5)+(l,4)4-(2,3),(0,6)+(l,5)+(2,4),(l,6)-^(2,5), C2,6) 
(0,4),(0,5)+(l,4),(0,6)+(l,5)+(2,4),{l,0)+(2,5)+(3,4),(2,6)+(3,5), (3,6) 
(0,5),(0,6)+(l,5),(l,6)+(2.5) ,(2,6)+(.3,5) ,(3,6)+(4,5), (4,6) ; 

(0,0), (1,6) , (2,6) , (3,0) , (4,6) ,(.5,6)’ 

etc. 

Man kann diese Determinante als durch con- 
c e n t r i s c h e und parallele U e b e r e i n a n d e r s c h i c h - 
tung quadratischer Etagen aus einfachen Elemen- 
ten entstanden ansehen und gelangt dadurch zu einem 
höchst einfachen Hildungsgesetze. Die Restiltante für 
den Fall n = 5 ist gebildet atis den drei Hchichten 
(0,1). (0,2), (0,3), (0,4), (0,5) 

(0,2), (0,3), (0,<), (0,5), (1,.5) 

(0,3), (0,4), (0,5), (1,5), (2,5) , 

(0,4), (0,5), (1,5), (2,.5), (3,5) 

(0,5), (1,5), (2,5), (3,5), (4,5) 

(1.2) , (1,3), (1,4) 

(1.3) , (1,4), (2,4) ; 

(1.4) , (2,4), (3,1) 

(2,3). 

In jeder derselben enthält die die Symmetrieachse der 
Resultante kreuzende Diagonale der Schicht lauter gleiche 
Elemente, und zwar in der untersten 

( 0 , "), 

in der zweiten 

( I, ^), 
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in der dritten 

( 2 , »— 2 ) etc., 

in der letzten also 

(*,* + !), 

wenn 


für ein gerades n, 


k 


n—2 


2 



für ein ungerades n gesetzt ist. 

Darnach ist die Bildung dieser Scliichten völlig mecha- 
nisch zu gestalten; ihre Anzahl ist Für ein unge- 

rades « = 2Ä-I-I besteht die oberste derselben, — wenn man 
das körperliche Bild einer quadratischen Pyramide der 
Anschauung zu Grunde legt, — aus dem einfachen Elemente 

(*, A-f-l), 

für ein gerades n = 2 (A-j- 1) **1^cr aus dem Quadrat der vier 
Elemente 


(A, A+l), (A, A+2) 

(A, A-f-2), (Ä-J-l, A+2). 


Die Resultante für h = ß besteht also aus den folgenden 
drei Schichten 


(0,1), (0,2), (0,3), (0,4), (0,5), (0,6) 

(0,2), (0,.3), (0,4), (0,.5), (0,6), (1,6) 

(0,3), (0,4), (0,5), (0,6), (1,6), (2,6) . 

(0,4), (0,5), (0,6), (1,6), (2,6), (3,6) ’ 

(0,5), (0,6), (1,6), (2,6), (3,6), (4,6) 

(0,6), (1,6), (2,6), (3,6), (4,6), (5,6) 


(1.2) , (1,3), (1,4), (1,5) 

(1.3) , (1,4), (1,5), (2,5) . 

(1.4) , (1,5), (2,5), (3,5) ’ 

(1.5) , (2,5), (3,5), (4,5) 


(2.3) . (2,4) . 

(2.4) , (3,4) > 


durch deren Uebereinandcrschichtung entsteht wieder die vor- 
her gegebene Form der Resultante. Man mag als eine andere 
Fassung des Vorhergehenden anmerken, dass diese ver- 
schiedenen Schichten dem nämlichen Bildungs- 


K 1 « d 1 e r , 


neuere Geotnelrie n. A%ehra. 


8 
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gesetze, angewandt auf vprsclncdcne Crleicliungen 
entsprechen; zuerst niimlicli auf das System der (häginal- 
gleichnngen, dann auf das System derjenigen Gleielmngen, die 
aus ihnen hervorgehen, indem man in beiden die Coefficienten 
der ersten und letzten Glieder gleich Null setzt; auf das 
System der Gleichungen, die aus diesen letzteren ebenso abge- 
leitet werden, wie diese aus den Originalgleichnngen, etc. 

Cayley hat diese Methode in einer etwas geänderten 
Gestalt dargelegt. Wenn die Gleichungen 

. = 0 , 

Oi’x" y’-f- • • • =** 

durch 


u = o, v = o 

abkürzend vertreten werden, so muss, die Existenz einer 
gemeinschaftlichen Wurzel vorausgesetzt, die lineare Ver- 
bindung derselben 

(7-f A K = 0 

unabhängig von A zu einer bbüitität werden; bezeichnet man 
aber durch x,, y, spccielle Werthe der Veränderlichen und 
durch 1/|, V, die Resultate der Substitution derselben in die 
Polynome U und V, so muss demnach die Gleichung 
UV, — U,V=0 

unabhängig von x, , y, identisch sein. Sie ist aber noth- 
wendig durch 


— 3-,y 

theilbar; wenn man diese Division vollzieht und die Coef- 
ficienten der verschiedenen Potenzen von x, und y, einzeln 
mit Ntill vergleicht, so kann man die Potenzen von x und y 
aus den so erhaltenen Gleichungen als unabhängige Verän- 
derliche eliminieren und erhält die Resultante in ganz der- 
selben Form wie vorher. 


Man findet für 


(i„x*-fn, x’y-|-a,x*y*-l-a, xy*-f «4y‘=(i, 

a„ V + a , 'x* y -I- a,'x* y' -|- o X y’ -t- «4»* = 0 

(°qX* + ..- )(a„'x,*-f ... ) — 

xy' — x'y 

=1 («0«/) + («0 7«') A+ ("» ».i') i-y'-f- ("o"/)/ k,* + 

|(o^,')x’-*-|(a„a,')-b(a,a,'!T*y+[(a„a4'j-f-(a,aj')]xy’-+-(a,a4')y^tj"i’.Vi+ 
|(aoU,')x*-e[(a„a/)-f(a,a,')lx*y-^[\a,a,')-t-(a,aj')]xy'-fl,a,o,')y’!x,y,».f 
j(a„ a« ) x> + (a, a,') x»y -|- (a, a,') x y' -|- (a, a/) y> j y, 
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und durch Eliminntion der Grössen 

zwischen den einzeln mit Null verglichenen Goefficienten die- 
ser Gleichung in x„ y, die Kesnltante 

(«0«,') _ , Ka,') ^ , («0«/) 

(«0«.), (no"3') + ("i («0 a/) + (a, Bj'), (a, a/) 

(«o“, 0 . («<,a4') + (a,a,'). (a, a/) + (a, a,'), (a,a/) 

(“oo/), (a, a/) , (a,a/) , (a.a/) 


Man sieht, -wie alle diese Methoden darauf hinaus kom- 
men, das allgemeine Problem der Elimination zwischen zwei 
üleielmngen beliebigen Grades auf das spociellc und ein- 
fache der Elimination zwischen linearen Gleichungen zurück- 
zuführen. 

An die Cayley’sche Darstellung der Resultante hat 
Borchardt den Nachweis geknüpft, dass die Resultante 
auch bestimmt werden kann aus den 2(ii-|-l) Wer- 
then, welche die gegebenen Functionen für be- 
liebige (« -p 1) bestimmte Wertho der in ihr erhal- 
tenen Unbekannten annehmen. Zur Vereinfachung 
der Ausdrücke sei y = 1 , so dass die Gleichungen in der 
Gestalt 

<p (t) = 0 , ilj (x) = 0 

vorausgesetzt werden dürfen. Sie werden als von demselben 
Grade n gedacht. 


sind die (>i+ I ) specie.llen Werthe von r und 

<p(“a)> <p(“i)j • • •> <p(“n); ^(on) 

sind die durch Substitution derselben entspringenden Werthe 
der Formen <p(x') und Setzt man alsdann nach der 

Cayley 'sehen Darstellung der Resultante 

Int 


' ' X — X 


= £i Zj h x^x'i, 

n ft 


so ist die Resultante durch die Determinante 


R = Z + ^0,0*1. 1^2,? •• • ^n— l,n-l 

ausgedrückt. 

Bezeichnet man alsdann durch x,, x„ ... x« n beliebige 
Grössen, und setzt abkürzend 

= *0,1 + + *2,1^/ + • • • + *n— 1 ,. 

8* 
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80 liefert die Multiplication der Determinante H mit der De- 
terminante 

1 , 

I 

/7 = 


d. i. dem Product aller Differenzen der Grössen x,, x„ , 
das Product 

I • /'ü(-Tn) I 

i , Pl(j‘.) t • • • i 

Ä/ 7 = ■ i. 


p„_,(x,), . . . p„-l(x„') 1 

Sind aber x,', x,', . . . ,r„' n beliebige andere Grössen 
und ist 

1 , X| , . . . X| 

1, X,', ... .T,'”-' 

I 

n' = 


1 t •Cn ; * • • -Tn " 

80 liefert die Multiplication der vorigen mit dieser neuen 
Determinante das Product 

R.n.n’ = £± R(x„x,') t'(x„x;) ... t\.r„,x;). 

Nun sind im gegenwärtigen Falle die Werthe von <p (x) 
und ip (x) für 

.r = «„, n, , Ol, ... a, 

gegeben. 

Ist also 

f(x) = (a-— — a,) . . . (x — «,), 
so erhält man die interpolatorisclien Darstellungen 


und daher 


fw,, 
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p(x,x'y. 


q>(x)■^> (x) — y (x) rjj (x) 




/■(«) 


f(^') 


Daraus entspringt für 

x = cc„ x'=a^, oder x = otj, x'=a,, 
so lange i und / versehieden sind, 

f (., , .,) = Fi.„ = £Wj! W-yW»M ; 

Oj — a, 

aber für < = j 

n-„ =“f rw'<“"'" ’ 

die Summierung als über alle Glieder sich erstreckend ge- 
dacht, für welche i und j verschieden sind. 

Mit Hilfe der abkürzenden Bezeichnung 

y (“ ■)»(“;) - <p(°j) t(“.) „ / . 

entspringt aus der ersten der beiden vorigen Gleichimgen 

(i i) — ^ =: (i i) 

und aus der zweiten 

und durch die Letztere überdiess 

(lO) + (| l) -f- (*■ 2) -I- . . . + (. n) = 0, 

wenn i nach einander die Werthe 0, 1,2, ... n annimmt. 
Mit den so gewonnenen - Darstellungen der Functionen 
F(a,,aj) und F(«,,a,) 

kehrt man nun zu der früher gewonnenen Gleichung 
R . n . n’ = 2 ± F{x„ X,') f (x„ X,') . . . F(x„, X,') 
zurück; sie geht durch die Substitutionen 

Xi = X) — Cj j X 2 Xj = «I j ... X« = = On 

und für 

n,,,= (« 1 —«.) («1— «3) • . • (««-i— «n) 

in die folgende über 

R . i7,'.= Z ± F {«„ o,) F (a„ a,) ... F (a„, o,) , 
d. i. durch Einsetzen der vorher entwickelten Werthe 

R . r («.) n («.) • • • r k) ^ ± (i o ( 22 ) • . • («»), 
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endlich aber durch Slultiplication beider Seiten dieser Glei- 
chung mit 

/■'* (“o) = (“o — “i)’(“o— • • • (“o — “»)’ 

und für 

^0,.= t(“o— “«) ••• (o» -1 — a.)|’ 

Ä=/7', . 2 : + (H)(22) ... (n«) 

als Darstellung der Eliminationsresultantc in einer der Inter- 
polation entsprechenden Form.*) 

Diese Darstellung enthält die, früher gegebene Euler’- 
sche als einen speciellen Fall und giebt damit zugleich den 
Nachweis von der wesentlichen Identität der Bezout- 
Cayley’schen Elirainationsmethode mit der ursprünglichen 
von Euler. 

Man betrachte dazu die Grössen a, a, als die 
Wurzeln der Gleichung 

V>(x) =0; 

dann erkennt man aus dem allgemeinen Werth von (ij), 
dass 


{ij) = 0 

ist für alle ungleichen und von Null verschiedenen Werthe 
», j, während man aus der allgemeinen Definition von (11) 
findet 

(*■ •) = — (•' 0)- 

In Folge dessen geht die Gleichimg 

R = /7‘. . 2 + (1 1) (2 2) . . . (» n) 
in 

Ä = (-l)". /7*.(10) (2 0) ... (nO) 
über und da man für alle 1 > 0 mittelst der Relation 


(^) = »c (^—« 1 ) (*— “t) • • • (-r— a„) 

näher erhält 



V («.) 

(“0— «.)/■'(“.) ’ 


♦) M«n vergleiche zur weiteren Ausführung die Abhandlung selbst 
in „Crelle's Journal“, üd. LVII, p. 111, XTeberdiess aber desselben 
Autors schone Arbeit in den „Abhandlungen der K. Ak. d.W. zu Berlin“ 
1860; Ueber eine Interpolationaformcl für eine Art symmetrischer 
Functionen und Uber deren Anwendung. 
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so ergiebt sich endlich die mit der älteren Euler’schen 
. übereinstimmende Darstellung der Resultante 

n (n~l) 

Ä=(— 1) 2 (or,) y y (o„). 


15. 


Die entwickelte Darstellung einer solchen Re- 
sultante ist in jedem Falle, in welchem der Grad der 
Gleieluingim den zweiten übersteigt, eine umfängliche wenn 
auch nicht schwierige Operation. Sie kann ausgeführt wer- 
den, ebensowohl indem man von der Determinantenform 
derselben, sei es nun nach der durch die Methoden von 
Euler und Sylvester, oder nach der durch die Methoden 
von Bezout und Cayley erhaltenen, als auch indem man 
von ihrer Natur als symmetrische Function der Wur- 
zeln ausgeht und .sieh der Tafeln der symmetrischen Func- 
tionen bedient, wie sic früher gegeben worden sind. Das 
folgende Beispiel ist zunächst der letzteren Berechnungsweise 
gewidmet. 

Man habe die Gleichungen 

"i,, «i, 

K'j «i'> »)• = <); 

so setze man o, , o, , «a als die Wurzeln der ersten Gleichung, 
so dass unter Anwendung der Bezeichnungsweise des Art. 8 
die Relationen 

— — = + “j + “a — (1), 

"o 

- = «, o, -f «, (Kj -I- «aß, = (1*), 

»0 


«a 


«I «, «3 


= (1») 


gelten; alsdann ist die Resultante das Product 

(«o'. «i'i !)’• («ü', "i'. !)’■ K'. 1)’ 

oder 

«a'’+ «i'««’’ (1 ' + «u'«»'* (2) + "i'* na'(l*) + «o'"/"*"(2l) + «i'* (!’) 

(21*) 'C.i’1) -(-«„'•(a"), 

d. i. durch Division mit o,'* 

1 + !-'■(*) + -b ^;(i»)+!^^'(2i) -I- -f- (2‘) 




Digilized by Goctgle 



120 


welches durch die von Cayley vorgeBchlftgone Symbolik 





in der regelmässigen Form 

1 + [1](1) + [2](2) + [l‘](l*) + [21](21) + [i*](l>) + [2'](2«) + [21*](21') 

+ [2n](2*l) + [2>)(2») 

erscheint, in der das einfache Gesetz herrscht, dass die in 
den Parenthesen auftretenden Ziffern sämmtliche Vertheilungen 
der Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, ß bilden, für welche 2 der grösste Theil 
und 3 die grösste Anzahl der Thcile ist. 

Man erhält im allgemeinen Falle zweier Gleichungen 
m''” und n''" Grades alle Vertheilungen der Zahlen 
1 , 2 , 3 . . mtif 

für welche n der grösste Theil und m die grösste Anzahl 
der Theile ist. 

Alle Theile dieses Ausdruckes lassen sich direct aus 
den Tafeln entnehmen, welche die Ausdrücke der symme- 
trischen Functionen der Wurzeln in Gliedern der Coeffi- 
cienten angeben ; das gewählte Beispiel würde die bezüglichen 
Tafeln unter I bis VI erfordern, so zwar, dass Tafel I, V, 
VI je ein Glied, Tafel II, III, IV aber je zwei Glieder 
der Entwickelung liefern. Die dort gemachte Voraussetzung 
a„=l ändert nichts Wesentliches, das Gesetz der Homoge- 
nität der Resultante lehrt überall die fehlenden Factoren 
hinzufügen. 

Die entwickelten Resultate prüft man mit Hilfe der 
Differentialgleichungen, welche als allgemeine Eigenschaften 
der Resultante im folgenden Artikel abgeleitet werden, auf 
ihre Genauigkeit. 

Die Entwickelung der Resultante lässt sich aber, wie 
es Cayley*) besonders bequem dargcstellt hat, ebenso auch 
an ihre Determinantenform in der Euler-Sylvester’- 
schen Gestalt anschliessen. 

Dem vorigen Beispiel entspricht alsdann die Determi- 
nante 


*) „Philosoph. Transai tioiis“, 1857, p.7ü3. „Memoir ou the Kesultsnt 
of a System of two Kquations.“ 
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0 , «0 . «1 . »f . «3 I 

t **1 » ^3^1 ®3^1 ® ^ 

1 0 , 0 , Oo', 0|', a,' |. 

I 0 «i'i ««'. 0 

I "o'> Oi\ «/. 0.0 I 

Wenn man die aus der Entwickelung von 

1 0 , Oq, 0( , ff| , O3 

! ®01 . '*!» ®3» 0 

hervorgehenden Determinanten 


0 , Og 1 

0 , fl, 

1 ' 0 , fl, 1 

“g. "1 i’ 

«g. «3 1 

’ »g. «3 1 

0 , O3 

1 ' «g. «I 

1 ^g » 

»0. 0 

’ «I. "3 

’ 1 “1. «3 

1 **3 1 

1 » ' 

fl,, fl. 

'*1 1 ®3 1 

«1. 0 ' 


®3 1 “3 

’ «3, 0 1 


"3, O3 



«3, 0 

1 


durch die Symbole 

12, 13, 14, 15, 23, 24, 25, 34, 35, 45 
respective und ebenso die aus der Entwickelung von 

0,0, o„', o,' 

0 ^ 1 ^*0^1 ^1 **3 . 0 I 

«g'i «l'i « 3 ', 0,0 I 

entspringenden mit den ähnlich gebildeten 

123, 124, 125, 134, 135, 145, 234, 235, 245, 345 
respective bezeichnet, so ist die obige Detenninante entwickelt 

= +12.345 — 13. 245+14. 2;i5 + 23.145— 15 2.34—24.135 + 25. 131 

+ 34 . 1 25 — 35. 1 24 + 45. 1 23. 

Die Entwickelung dieser Determinantenproducte ist sehr 
einfach und lässt sich unter Beibehaltung der Cayley’schen 
Darstelluugsform, wie folgt, ausführen. 
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wplflios UftsultRt — • wie es jetzt erscheint, clmrRcterisicrt durch 
eine Vertheilnng: in Gruppen Ton gleichem Gewicht im Verhiilt- 
niss zu den Coenicieiiten derselben Gleichung — durch Ver- 
einigung der gleichweit über und unter der Mitte der Höhe 
stehenden Aggregate noch ferner verkürzt, wie folgt, geschrieben 
werden kann: 
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+(«iV".''+«t/or*".')— /''»«« «i'V+ai«jOo'oi'*) 
+ 3 o„flj ((/„Oj n,'* + a, a, a„'a/a,'). 

Die Resultante von zwei Gleichungen des zweiten Grades 
stellt sich in dieser Form dar wie folgt: 



Diese Darstellungsweise ist nicht nur kürzer als andere, 
sondern sie hietet auch in leicht erkennbaren Gesetzen der 
Symmetrie nach Vorzeiclien, numerischen Fnctoren und Coeffi- 
cientenprodneten mannichfache Mittel der Controle dar.*) 


16 . 

An die Darlegung der hauptsächlichsten Methoden zur 
Bestimmung der Resultante schliesst sich naturgemäss die 
Frage nach der Bestimmung der gemeinsamen Wur- 
zeln der Gleichungen an**), deren Existenz durch die 
Gleichheit der Resultante derselben mit Null angezeigt wird. 
Diese Bestimmung wird erreicht mit Hilfe von zwei allge- 
meinen Eigenschaften der Resultante, welche mit 
früheren und späteren Entwickelungen dieser Arbeit im eng- 
sten Zusammenhänge stehen. 

Nach der Natur der Resultante als Product aller DifiFe- 
renzen zwischen den Wurzeln beider Gleichungen kann ihr 
Werth sich dadurch nicht ändern, dass die Werthe sämmt- 
licher Wurzeln um eine constante Grösse wachsen oder ab- 
nehmen. Man darf 

“i = oi, + A 


♦) Man findet a. a. O. die Entwickelung der Kesultanten für alle 
Fälle bU zum -Uftn Grade, 

*♦) Vergl. G. Salmon, ,,Le6son8 introductory etc.,“ p. 27. 
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setzen, ohne die Resultante der allgemeinen Gleichungen 

«0 J™ + o, u + «, + . . . = 0 , 

j/ + + . . . = 0 , 

■welche von der allgemeinen Form , 

R — ' 1 , • • • ffm 7 ^^0 t » * ■ ■ ) 

ist, zu ändern. Gehen die gegebenen Gleichungen durch 
die angenommene Transformation in 

.r™ + A, .1”-' ,c "■ -2 j,' + . . . = 0, 

An x- + /1,'j )j + At'x"-'^ + . . . = 0 

über, so wird die Resultante dieser letzteren 

Ri — /*(do, A^ y ... A,n 5 Aq , /4, , . . . Afi ) 

und muss mit R identisch sein. 

Nach dem Zusammenh.ange der Cocfticienten der Glei- 
chungen mit ihren Wurzeln hat man aber unter Voraus- 
setzung der geforderten Transformation die Relationen 

Aq — 1 "^0 J 

A, — a^ miinh, A,'=^a,'-}-nn„' li] 

= «I + ("•— l) "i A + "* 


'*t= «j'+ (» — 1 ) "i 'A + ’ «(,' A’ ; 

. . < s . . »aim — 1) .. mim — l)(m — 2) 

^i = «3 + (™ — — ^ «i*H ^ « 0 *. 


,, ,, , ,, , n(n — 1 ) , , , «(h — ll(n — 2 ) 

j = "3 + (» — 2 1 "» A H J— 5-^ «I A + Y a " ~ 3 


Am=^m + "m— 1 A -|- + "m-3 A^ -b . . . -f «0 A", 

^n'=«ii'+«»-rA-t-«u-2'A’ + n„_:i'A’ -j- . . . o„'A". 
iVus ihnen ent.sj)ringen die anderen 
Ao—'io = -^"o = ^\ d„'— n„'=^o/=0; 

Al — a, =■ ^ni=ma„h, A,' — a,'= ^ai=nnnh\ 

m(OT — 1 ) 

A, — af = Jit, = \m — 1)0, A-b — --anh:, 


Af — o,'= (n — 1 ) 0 |'A-| ^ etc. 

-4,„ — o,„ = zto,„ = o„_,A-bo„_.iA'-b . . .-bo„A'", 

/<«'— o„'=z/o„'=(i'*_iA-b«'„_ 2 A* -b . . . -b "o’A". 

Jlan kann alsdann nach (b*m auf mehrere Veränderliche 
ausgedehnten Taylor'schen Satze die neue Resultante 
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Rf — /*(^oj » • * • 1 ^i) y » * * * ) 

=/■{«„+ «m+^«ra ; Oo'+^"a', «l'+ ^«i',... 0»'+ ^Ob') 

entwickeln; sie ist nach l’otenzen von h geordnet und für 
die allein in Betracht kommenden ersten beiden Glieder 
( dR , ^ dR , ^ dR dR 

, , dR , , ^ ,dR ^ , . > dR , , , dR\ 

+ • • ■) 

und da R und R, für jedes beliebige ^Vachsthum h über- 
einstinnnen müssen, so muss der Factor der ersten Potenz 
und es müssen niclit minder die Factoren aller folgenden 
Potenzen von A mit Null identisch sein. 

Die Resultante der obigen (ileichungen genügt 
somit stets der Gleichung in partiellen Differen- 
tialen 

dR , , ^ dR . , dR , , dR 

+ _ + ... +a^-,— 

. . dR , ^ ,dR , , .dR , dR 

Für zwei Gleichungen desselben Grades « nimmt die- 
selbe die specielle Form 



an. 


^\'enn es nach den allgemeinen Gesetzen über Grad und 
Gewicht der Resultante möglich ist, die litterale Foi’m der- 
selben unmittelbar anzugeben , so liefert das eben gefundene 
Gesetz der partiellen Differentiale eine zur Bestimmung der 
in dieselbe eingehenden numerischen Ooefficienten hinrei- 
chende Anzahl von linearen Bedingungsgleichungen. 

Für die früher geschriebene allgemeine Foi-m der Resul- 
tante zweier Gleichungen zweiten Grades 


+ l)a„a,t,^a. 


erhält man nach jenem Gesetz und nach einer einfachen Rc- 
duction die Bediiigungsgleichung 
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2 (>< + ß) (Oo’ "o* "i "s) + (2 ß+ 4 c+ O) (a„o, a^'a,'+a'a,'a„a,) 
+ (ß + 0 («o''l"l'’ + "o"l'«l*) — 0 

iinfl (lurcli Vorglciclmiip; dor iiuniorisclif'n Factoren der einzel- 
upii l’otpuzpn dpi- (’opfticipiitpn mit Null dip (ilpicliungpu 
A + n=(), 2ß + .jC+/>=0, ß+C=0. 
aus welclipji für die gpstattetp Aiinalimo A = l lipiTorgphpn 
ß= — 1, C=l, ü=— 2, 

wie PS die. früher entwickelte Form dieser Resultante, bestätigt. 

Die Anw'pndung einer ganz ähnlichen Betrachtung auf 
die Coeffieienten statt auf die Wurzeln der Gleichung führt 
zu einer anderen Eigen.Hchaft der Resultante, aus welcher 
die Bestimmung der gemeinsamen Wurzeln unmittel- 
bar hervorgeht. 

Wenn die beiden Gleichungen, wie oben, durch 

{/ = 0, F = 0 

respective vertreten werden , so ist für das Verschwinden 
ihrer Resultante 

ß = 0 


ein gemeinschaftlicher Wurzclw'erth — = o vorhanden. Wenn 
alsdann in der Gleichung 

C = 0 

die Coeffieienten 


^01 ^1 » • • • 

in die anderen 

"o “j + • • • "m + 

übergehen, so dass diese Gleichung selbst die neue Form 
-|- n, 9 -p . . . + -p /t«, x™“’ y -p . .. = 0 

annimmt, so erkennt man, dass sie durch dieselben AVerthe 
der Veränderlichen x, , y, zur Identität wird , welche den 
ursprünglichen Gleichungen 

t/r=0, K=0 

genügen, wenn nur von den Wachsthümem 

/la^, etc. 

die Bedingung 

Xi" -P O, X,”-' y, -P . . . rr= 0 

erfüllt wird. Die transformierte Gleichung hat alsdann mit 
den Originalgleichungen dieselbe gemeinscbaftliche Wurzel 
und die Resultante, welche durch Elimination der Veränder- 
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liehen zwischen ihr und einer derselben erhalten wird, wird 
ebenfalls mit Null identisch; da man diese letzteren aber 
erhält, indem man in der Resultante der Oriffinalgleicbun- 
gen an Stelle der Cocfficienten , ... die veränderten 
Coefficienten 


a, -{■ Ja, etc. 

setzt, so ist sie 

„ / rf« rfÄ dR \ 

und man erhält wegen Ä = o und nach der Freiheit, die 
Wachstliümer der (}oefticienten a„, o, , . . . beliebig klein zu 
denken, die Bedingung, welcher diese letzteren genügen 
müssen, in der zweiten Form 


dÄ rfÄ. , rffi . 

j 1 - -<^«1 T -+ !-••• = 

(tfiQ uf/i dft^ 


:(). 


Aus der Vergleichung derselben mit der oben erhalte- 
nen ersten Form entspringt die fortlaufende Proportion 

X,”* l X,' 


y, : J-, : J, J,* etc : j," 


dR dR dR 


etc. 


dR 

d a„t 


da„ da, da, 
aus welcher sich ergiebt 

dR dR 
-^'“do/d^,’ 
wie es zuerst Richelot gefunden hat. 

Durch Anwendung derselben Untersuchung auf die 
zweite Gleichung findet man die analoge? (ileichung 

_ dR dR 
* daj da,” 

und somit auf dem einen wie auf dem anderen Wege die 
Bestimmung der gemeinschaftlichen Wurzel. 

Aus den allgemeinen analogen Relationen 

dR dR 
da^ 'da,' 
dH dH 






y,t-. 


. n— / . 

I yi — 


daif* dat 

schlicsst man die l’roportion 

dH dH _dR dR 

da/f d(ti doif' dai 
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Man schliesfit ferner' für den Fall analog den vor- 

hergehenden Gleichungen auf die Geltung der folgenden 
Proportion 

x"“* ! y ; x" ■'* y* c etc. • . . ; : xy"~^ ! 

dR dR dR dR 

d(.-,0) • d(,', 1) rf(,- „_2) ■ rf(,- — j)’ 

in welcher 

dR 

d{ij) 

die durch Unterdrückujig der Reihe und j"" Zeile aus 
der nach der Bezout-Cay ley’schen Eliminationsniethode 
in Determinantenform dargestellten Resultante heirorge- 
gangene Partialdeterniinante ist. Denn wenn man von den 
Gleichungen, aus welchen nach jener Methode durch Eli- 
mination der 

x"~' y ; x"“''* j’, etc. 

die Resultante gebildet wird, die unterdrückt, so 

erhält man die Relation 


d (i, n — 1) d (i, I — l) 

und daraus sofort die behauptete Proportion. 

Wenn man in die Gleichungen selbst an Stelle der Po- 
tenzen der Veränderlichen die proportionalen partiellen Dif- 
ferentiale der Resultante nach den entsprechenden Coefli- 
cienten der jedesmaligen anderen Gleichung substituiert, so 
«rhült man Identitäten von der Form 


. dR . dR 

»<1(11 — n — 


, . dR , , .dR 

- + "j . + • • • + «n j — = ü, 

-1 ««».-n + 2 Oa„ 


als fernere Eigenschaften der Resultante. Für m = » geht 
z. B. daraus hervor das Paai' der Gleichungen 


dR 

dR . 


rfOo’ 



dR 

, dR , 

, , dR 

da„ 


= 0. 


Die zur Bestiiiuiiung der gemeinsamen Wurzel 
führende Proportionalität der partiellen Diffe- 
rentiale der Resultante mit den gemeinsamen Wer- 
then der Veränderlichen lässt sich auch aus dem 
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Wesen der Resultante direct ableiten und führt 
dann z u g eil zur Erweiterung der vorhergehen- 
den Resultate auf den Fall von Systemen mehre- 
rer gleicher Wurzeln. 

Man hat für eine gemeinsame Wurzel , welche den Wer- 
then der Veränderlichen j, , i/, entspricht, und für 
9t-, 9i eil'- 

als die anderen Wurzeln der zweiten Gleichung imter Beibe- 
haltung aller übrigen vorher eingeführten Bezeichnungen 

Ä = + «1 + • • •) (« 0 ®«'” + «1 »«'+ • • ■) 

+ 0 | X,'"-' y,'+ 

= {/,. l/.'.l//..., 

indem man die Subatitutionsresultate aus dem Polynom V 
durch Anhängen der Indices der substituierten Werthe der 
Veränderlichen bezeichnet. Man erhält somit 


da„ 


T," . 1/,'. {/,'. 


d. i. wegen 


-I- X,'-" . u , . t/,'. . . -H x;«- . (/, . u; u:... + .. ., 


u=o 


d«0 

Ebenso findet man 


X,-".!/, 


da, 




etc. 

und hat damit die gedachte Proportionalität wieder gewonnen. 

Existieren aber zwei gemeinschaftliche Wurzeln, ent- 
sprechend den Werthen 


■^1 ) yi> 

indess die übrigen Wurzeln der zweiten Gleichung wie vor- 
her durch die Werthe 

9 )-, 94 , etc. 

bezeichnet sind, so verschwinden zwar nach der oben an- 
gestellten Betrachtung sämmtliche, nach den Coefficienten 
der Gleichungen genommene erste Differentiale der Resul- 
tante, so dass die Proportionalität derselben zur Bestim- 
mung der gemeinsamen Wurzelwerthe nicht führen kann; 
aber diese Bestimmung wird nun durch die Untersuchung 

FieiJier, n«urre Geoinctrif a. Aigrbrft. Q 
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der zweiten Differentiale mit ganz ähnliclien einfachen 
Schlüssen erreicht. * 

Aus 

R=U,.U,.Ü,'.U:... 

folgt 

Jt D 

— = . U,'. U,'. . . +ar,"' x,'” . U, . U,'. U,'. . . 

rf«o 

+ . V, . U,'. f/j'- .• + ••• 

und wegen 

U,=0, L't = 0 

- - = a:,'” . a-," . U, . l, . . . 

da’ 

In derselben Weise ergeben sich die Gleichungen 
= .a-,"*-' y, . V,' . V/ . . 

und inan schliesst daraus, dass die Auflösung der quadra- 
tischen G leiehung 

.d’K d'R d’R 

^ da„' ^’’d«„da, rf«,' 


in den Werthen von — die Verhältnisse 
V 


x,'” : y, und .r,™ : ar,™“' y, , 

d. i. 

X, : y^ und x, : y, 

bekannt giebt. 

Ks genügt für drei genieinsebaftliche Wurzeln die Be- 
merkung, dass alsdann die Betrachtung der dritten Diffe- 
rentiale zu einer Gleichung dritten Grades führt, aus wel- 
cher sich ihre Wertbe ergeben. Dieselben Entwickelungen 
lassen sich fortsetzen und erledigen in einer für die weite- 
ren Entwickelungen genügenden Weise das Problem der 
Bestimmung gemeinschaftlicher Wurzeln. Die symbolische 
Formel 



da^ 
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in welcher die Potenz des Differentials das i'' Differen- 
tial bedeutet, enthiilt den bezüglichen allgemeinen Satz, 
welchen Brioschi wohl zuerst gegeben hat.*) 


IV. Filcnenle der Theorie der Govariaaten aad Iiivariaolen blaärer 

Faraien. 


17. 


Die lineare Transformation einer binären al- 
gebraischen Form 

» = K. "d "«> -"»H-r, »)" 

= » -t-o, .r»-' y + a, .r"-’y -f- . . . -f n„ j» 

— und allgemeiner mit selbstverständlichen Erweiterungen 
die einer algebrai.seh(?n Form überhaupt — bedeutet die 
Substitution der linearen .Ausdrücke 

/S.V-hyf, ß-X+/Y 

an Stelle der Veränderlichen x und y respective in diese 
und die damit verbundene Ueberführung derselben in die 
neue oder transformierte Form 


U=(A,, A,, A„...A„\X, r)-. 

Die Coefficienten derselben A^, A, , . . . sind in jedem 
speciellen Falle wie im Allgemeinen einfach ausdrückbar 
durch die Coefficienten der ursprünglichen Form und die- 
jenigen der Substitution. 

Für den Fall einer quadratischen Form 

K. «1. «,l-^,!/)’ = aox' + a,xy + a,y’ 


findet man 

Ao = a„ß‘-i-a,ßß' + a,ß'*, A, = a^y’+a, y/ + a,y'>, 
A, = 2>i„ßy + a, (ß/+ß'y) + 2 a,ßy, 

oder in schicklicherer Form 

Ao = K. «1 . "«5^. /*')’• '*t = K. ®i . > /)’ 

dA„ ,dA„ 




dß ' ' dß" 

Man findet in analoger Art für die Transformation von 

(«üi «1. <h, yy 


*) Brioßchi, „Thi'orio <lc8 Dctcrminanfß“ (Trad. p. Combcscure) 
p. 175., wo ftuoh die Be«tiimnunjj einer vielfachen Wurzel einer Glei- 
chung an dieselbe Hetrachtiing geknüpft ist. 

9* 
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A„ A„ A,\X, Yf 

die Relationen 

^o = («o. “i. o«. °s\ß, ß')\ -^3 = (ao. «I. ««. «siY< y’)’. 


dA„ ,dA„ 

^■=>'dT + >'dT' 

und für die von 


Ä I o- ^^t 

d/’ 


(«0. 0|) «1. “ai «alja;, y)‘ 
in 

(/i„, /!,, >1., >i„ .4 JA-, y)' 

ebenso 

^o = («o» ®i. ®t. “i' “4$^> /*’)*. ^4 = (“o 7 ot) Of, «3. "Jyi y')\ 

dA., . .dA, , ^dA, , .dA, 


dß' 


■ß~-\-ß' -~ 

^ dy^^ dy 


A, 


rl^o. -JIA» 

2 dß' "^yy dßdß''^' 2 d^* 

~ 2 dy* dyd/"^ 2 dy'* ’ * 


dy* (ty üy 2 0y‘ 

Man nennt die Determinante der .Substitutionsgleichungen 
X=ßX+yY, 
y=ß'X+y'Y, 

d. h. den gemeinschaftlichen Nenner der durcli lineare Eli- 
mination aus ihnen bestimmten Werthe der neuen Veränder- 
lichen durch die alten 


o' l- I oder (ßy'-ß’y) 
p 1 y 

den Modulus der Transformation und nennt diese 
letztere selbst uniiuodular, wenn die bezeichnete Grösse, 
wie es bei den analytisi'h- geometrischen Betrachtungen zu- 
meist erlaubt ist vorauszusetzen, den Werth der positiven 
Einheit hat. 

Es ist das Princip der neueren analytisch -geometrischen 
Formenlehre, die algebraischen Functionen mit Hilfe solcher 
aus ihnen ableitbaren Functionen zu studieren, deren Be- 
ziehung zu ihnen durch lineare Transformationen nicht ge- 
stört wird. Nachdem durch die vorhergehenden Unter- 
suchungen über die symmetrischen Functionen, die Functio- 
nen von Sturm iind über die Bildung und Eigenschaften 
der Resultanten von verschiedenen Seiten ein tieferer Ein- 
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blick in die Natur der binären Formen eröffnet worden ist, 
erscheint cs als nächste Angabe, jenes Princip in seiner 
Anwendung auf dieselben näher ins Auge zu fassen, die 
einschlagenden Begriffe festzustellen und unter den bisher 
betrachteten abgeleiteten Formen Umschau nach dem be- 
zeichneten Character der Invariabilität zu halten. 

Jede Function der (.'oefticienten einer Form 

( jieichung 

oder eines Systems von , welche die Eifimn- 

(ileichungen ” 

Schaft besitzt, dass bei einer Transformation derselben 
durch lineare Substitutionen für die Veränderlichen die 
glcichgebildete Function der neuen Coefficienten aus der 
gegebenen durch Multiplication mit einer Potenz der Sub- 
stitutions-Determinante hervorgeht, heisst eine Invariante 

, Form , 1 c. 3 Formen. „• 

der , , , . , oder des Systems der , Eine 

(.Tleichung •' itloichungcn. 

solche bleibt vollkommen ungeändert dann , wenn die Trans- 
formation positiv unimodular ist. 

In diesem Sinne wurden jene Functionen der Coeffi- 
cienten quadratischer F ormen , welche als Discriminante 
einer solchen und lineare Invariante von zweien derselben 
früher (Art. 2) bezeichnet wurden, als Invarianten erwiesen. 

Anderseits heisst jede aus einer gegebenen Form oder 
Gleichung abgeleitete Function ihrer Veränderlichen und Coef- 
ficienten, welche die Eigenschaft besitzt, dass die durch eine 
lineare Substitution für die in ihr auftretenden Veränderlichen 
aus ihr abgeleitete Function nach demselben Gesetze aus der 
durch dieselbe Substitution transformierten Form hervorgeht, 
nach welchem sie selbst aus der ursprünglichen gebildet ist, 
eine Covariante der ursprünglichen Form. Wenn die be- 
trachtete Function als eine gemeinsame Abgeleitete aus meh- 
reren gegebenen Formen erscheint, so hat man den Begriff 
einer Covariante für ein System von Formen. 

Ist f die ursprüngliche und P die durch eine lineare 
Substitution vom Modulus M transformierte Fonn, q>(x,y) 
die abgeleitete Function der ursprünglichen, 0{X,Y) die 
in gleicher Weise abgeleitete Function der transformierten 
Form, so ist dieselbe eine Covariante, wenn die Relation 
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<f^{x,y).Mf=0{X,Y) 

erfüllt ist. Wird die Function <p in B(!zup; auf die Ver- 
änderlichen vom Grade Null gedacht, so giebt dieselbe Re- 
lation die algebraische Definition der Invarianten. 

Es ergiebt sich unmittelbar aus den gegebenen Defini- 
tionen, dass jede Invariante einer Covariante eine 
Invariante der Originalform ist. 

Unter den in der bislierigon Untersuchung hervorge- 
tretenen Functionen , welche den Character der Invarianten 
besitzen, kann die Determinante eines Systems linea- 
rer homogener G leichungen als ein nächster Ausgangs- 
punkt für darauf bezügliche Untersuchungen angesehen wer- 
den; ihren Invarianten -Character drückt das Multiplications- 
theorem der Determinanten aus, wenn es in der Form 
gegeben wird: Wenn ein System von n linearen ho- 
mogenen Gleichungen mit »Veränderlichen durch 
lineare Substitutionen transformiert wird, so ist 
die Determinante des transformierten Systems 
das Product aus der Determinante des Original- 
systems in die Determinante der Substitution. 

Es liegt nahe , von ihr auf die Resultante eines belie- 
bigen anderen Systems zu schliossen , und in der That ist 
leicht nachzuweisen , dass die Resultante jedes Sy- 
stems binärer Formen eine Invariante derselben 
ist. Es ergiebt sich diess zimächst schon aus der Bedeu- 
tung, die die Resultante besitzt, als nach welcher ihre Iden- 
tität mit Null das Vorhandensein einer gemeinschaftlichen 
Wurzel bezeichnet; denn da durch eine lineare Substitution 
eine solche gemeinschaftliche Wurzel nicht verschwinden 
kann, so muss die Resultante des transformierten Systems 
stets zugleich mit der des Originalsystems verschwinden, 
d. i. sie muss diese letztere als einen Factor enthalten. 

Das Nämliche ergiebt sich aber auch aus der Art der 
Zusammensetzung der Resultante aus den linearen Factoren 
der gegebenen Gleichungen. 

Ist 

u = a„(x— a, y) (x—a,y).. . (x — o,y) . . . (.c — o„y) = 0, 
o = a„'(x — flt, V) (x — «,'?/) . . . (i — a/y) ...{x— a„'y) = 0, 
so wird durch die linearen Substitutionen 
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o: = j3.v + yy, !/ = ß'x+/y 
.-a,!, = (ß-a.ß')(x-“-^^.y), 

die transforniicrtcn F'ormen werden dah(?r 


l/=a,(ß- 

K=«;(/S- 


a,ß')(ß-a,ß-)...(ß-o„ß')(x-“‘_[^-^y) 

( V- "»y'-y A ( V- ""•y'“y y) 
ß-a,ß- ß-a„ß^^J' 

a;ß’)(ß-a-ß')...(ß-a„'ß-) 


und die Differenz (cf; — aj) zweier Wurzeln der beiden trans- 
formierten Gleichungen, als einer der mn Factoren der Re 
Bultante wird also 




^ ß-aiß' ß-ajßf 

_ (ß—»jß ')(«./— y )—(f^—g.| ?') («/y'—y) 

(ß-a,ß)(ß-a/ß’) 

_ (ßr'—ß'y)(»i—«j) 

(ß-a,ß-)(ß-a/ß^y 


Da nun die Resultante der beiden Formen m"’" und n"" 
Grades durch das Product ihrer mn Wurzeldifferenzen mit 
der n'*’" und m"’“ Potenz ihrer leitenden Coefficieuten ausge- 
drückt wird,*) so verschwinden für die transformierten For- 
men diese letzteren Factoren gegen das Product der Nenner 
sämmtlicher Wurzeldifferenzon und man erhält zwischen der 
Resultante R der transformierten und der Resultante Ä der 
Originalform die Relation 

welche den Invarianten - Character ausspricht. 

Man kann eine wichtige Erweitening dieses F.rgebnisses 
sehr einfach constatieren, wenn man von der Cayley 'sehen 
Form des Bezout’schen Eliminationsverfahrens ausgeht. 
Dieselbe lautet: Wenn die Formen V, V mit den ge- 


«) Vergl. Art. 13, p. 103. 
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gebencn Formen u, r linear verbunden sind, so 
dass Relationen von der Form 

ü=:ßu+yr, V = ß'u + y'v 

zwischen beiden Gruppen bestehen, so ist die Re- 
sultante R der Formen U und V von derjenigen B 
der Formen u,v nur durch einen Factor verschie- 
den, der einer Potenz der Substitutionsdetermi- 
nantc 

(ßy—ß'y) 

^gleich ist. 

Wenn diess einerseits schon aus der Bedeutung der Re- 
sultante hervorgeht, so kann der Beweis besonders einfach 
auch an die Bildung des Cayley 'sehen Ausdrucks 


M r, — H, r 
^.Vi— J'i J/ 

geknüpft werden , in w'elchem u, , r, die Werthe von u , r 
bezeichnen, die durch Substitution der Werthe x,, y, an 
Stelle der Veränderlichen erhalten werden; der aus den 
neuen Functionen ü, V in gleicher Weise gebildete Ausdruck 
unterscheidet sich von ihm nur durch den Factor {ßy y), 
denn man hat 

UV,—Vi y _{ß« + y f) iß'«, + /r.) — ( ß«,+ yr,)(^ « -b/r) 


fi r, — M, r 


= ißy—ß^r) ^ 

^ yt y 

und erkennt aus der Bildung der Resultante in Determinanten- 
form durch die Entwickelung dieses Ausdrucks, wie sie im 
Artikel t4, p. 114 angegeben ist, dass die Resultante 
der neuen Formen U, V sich von der der ursprünglichen 
nur durch eine Potenz der Substitutionsdeterminante unter- 
scheidet, deren Exponent mit der Zahl der Reihen jener 
Determinante identisch ist; für zwei Gleichungen des i»"" 
und n''" Grades und m > n also um den Factor 


(ßy' — ß' )■)“• 

Dieses Ergebniss erlaubt unter anderen eine einfaebe An- 
wendung auf die. partiellen Differentiale einer beliebigen binä- 
ren Form nach den Veränderlichen derselben. Für die Form 
u =0, d. i. a„x” a, x’~^y -|- a,x"—^y' -+-... -|- =0 

sei die aus ihren partiellen Differentialen 
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du du 
dx' rfj 

gebildete Resnltante 

R = 0. 

Durch die Substitution 

* = ^.V + yr, y==ß^X + y'Y 
verwandelt sich die Form in 

ü=0, 

ihre partiellen Differentiale werden 

— — 

dX’ dY 

und die Resultante derselben sei 

R = 0. 

Die Relationen 

dV a du a/ d“ dU du , du 
dX~ ^ dl'^^ Ty’ TY~^ Ty 

zeigen die lineare Verbindung der transformierten Differentiale 
mit den ursprtinglichen , und mit Rücksicht darauf, dass die- 
selben vom Grade (n — 1) in den Veränderlichen sind, hat man 

Für jede binäre Form ist die Resultante ihrer 
beiden mit Null verglichenen partiellen Differen- 
tiale eine Invariante. 

Diess wird durch die Darstellung dieser Function mittelst 
Gliedern der Wurzeln der ursprünglichen Form ferner er- 
läutert und als mit dem Früheren in vielseitiger Verbindung 
erkannt. Man hat in den früheren Bezeichnungen 
u = a„{x — a,y) {x — a,y) ... (x — a,y), 
oder wenn man o,- der Homogenität wegen durch 

fi 

<Ji 

ersetzt, bei 

«0 = »I »t • • • It- 

u = (xy, — x,y) (xy,—x,y) . . . (xjf, — j-*y) 

und somit 
du 

— z=y, {xy,— T,y) (xy,—x,y). . . +y, (®y,— x, y) (xy,— x,y)... + ... 
nx 

Dieser Ausdruck wird durch die Substitution der ver- 
schiedenen Wurzeln der Gleichung 

« = 0 

auf je eines seiner Glieder, nämlich immer auf dasjenige re- 
duciert, in dessen binomischen Factoren die betreffende Wurzel 
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selbst nicht enthalten ist, also für die Substitution von ; 

^11 9t j etc. respectivo auf 

>Ji (•»'ly. — a-tJ/i) 

<jt (a’ty.— «lyt) {.^ty,—xiyy) • ■ - , 
etc. 

Das Product dieser sümmtliclien Substitutionsresultatc lie- 
fert die Kesultanto der Gleichungen 


du 

«= 0,~=0 


in der Form 

yxyt'js ••• (•Tiyt— •r,;/,)* . 

welche zu der hier zu hetrachtenden Resultante von 


du du 

in einer sehr einfachen Reziehung steht. Denn diese Letztere 
ist das Product der Suhstitutionsresultate, welche durch Ein- 
führung der Wurzeln von 


du du 


erhalten werden; nach der auf Grund der Homogenität der 
Function « = 0 stattfindenden Relation 


nu = T 


du du 
dx dy 


liefert aber die Substitution irgend einer Wurzel von 

welche wieder durch die Werthe x,, y, bezeichnet sein mag, in 
den Ausdruck für n u nothwendig das Resultat 



und das Product sammtlicher Substitutionsresultate oder die. 
Resultante von 


u=0. 


du 

dx 


0 


ist somit 



d. i. gleich dem o„fachen Product aller durch Substitution 
Wurzeln von 


der 
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du du 

— = 0 in = 0 
d.f dy 

erhaltenon Resultate, oder gleich der «„fachen Resultante der 
Gleichungen , 

du du 

Man findet also diese Letztere aus der Ersteren, wenn 
mit jene mit 

a„ oder y,y,y, . .. 

dividiert, d. h. man erkennt sie als ausgedrückt durch 
(.r.i/, — x,y,)‘ . . . 


Die Resultante der mit Null verglichenen par- 
tiellen Differentiale einer binären Form, welche als 
eine Invariante vorher erwiesen ist, wird somit als das 
Product der (Quadrate aller D i f f e re uzen der Wur- 
zeln dieser Form erkannt. 

Sie wird als D iscr im i n an te der Gleichung und Form 
bezeichnet, aus welcher sie abgeleitet ist (Art. 10, p. 78). Ihre 
Gleichheit mit Null ist die Bedingung, unter welcher die vor- 
gelegte Gleichung ein Paar ül>ereinstimniende Wurzeln hat; 
wird diese Letztere als Ausdruck eines geometrischen Elemen- 
targebildes betrachtet, so bezeichnet das Verschwinden der Dis- 
criminante die Existenz eines doppelten Elements in demselben ; 
in diesem Sinne ist sie in den Entwickelungen des ersten Ab- 
schnitts (Art. 2) entscheidend hervorgetreten. Er wird ferner 
erläntert durch die Erkenntuiss ihrer Bedeutung in dem Zu- 
sammenhang des Sturm'schen Theorems. (Art. II.) Als die 
sjTnmetrische Function der sämmtlicben (Quadrate der Wurzel- 
differenzen steht sic in einer leicht erkennbaren Beziehung 
zur Resultante zweier Formen, welche so ausgedrückt wer- 
den kann'. Das l’rnduct der I) isc ri mi n an t en zweier 
Formen ist der Quotient aus der D isc r i rai n a n te des 
Products dieser Formen durch das Quadrat der Re- 
sultante derselben. Die Discriminante des Products ist 
das Product der Quadrate der Differenzen aller Wurzeln beider 
Formen und unterscheidet sich somit von dem Product ihrer 
Discirminanten, als in welches nur die Producte der Quadrate 
der Differenzen der Wurzeln einer jeden Gleichung für sich 
cingehen, durch das Product der Quadrate aller Differenzen 
der Wurzeln der einen Form mit denen der andern, d. h. dnreh 
das Quadrat der Resultante beider Formen. 

Es ist hieniach offenbar, dass die Discriminante jeder bi- 
nären Form nach den verschiedenen Methoden der Elimination, 
also insbesondere auch als eine symmetrische Determinante nach 
der Bezout-Cayley' sehen Methode , aus ihren partiellen 
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Differentialen entwickelt werden kann. So ist die der Glei- 
chung dritten Grades 

o„ar’-|-a, x'y-f-o.a: = 0 

die Resultante der Gleichungen 

3 a-’ -I- 2 a, a: t/ -f o, Jf’ = 0 , 

ö|> +2««-r»+ 3ojy’=;0, 

und kann somit ans dem bekannten Ausdruck derselben durch 
eine einfache CoefficientenverSnderung abgeleitet werden,*) etc. 

Die Resultante zweier Gleichungen ist, wie die Discri- 
minante einer Gleichung, eine symmetrische Function der 
Wurzeln und specieller eine Function der Wurzeldiffercnzen. 
Die Ausdriiekbarkeit derselben als Product einer Anzahl 
von Factoren von der Form 

(a-,y, — j.y,) 

ist im Vorigen als Kriterium ihrer Invarianz erschienen. 
Man erkennt leicht, dass jede symmetrische Function 
der Wurzeln einer Gleichung, die zugleich eine 
Function der Wurzeldifferenzen ist, zu den In- 
varianten gehört, wenn in jedes ihrer Glieder alle 
Wurzeln der Gleichung in dem nämlichen Grade 
eingehen.**) 

Die Function 

^ (“i — “i)* 

ist für die P'orm des zweiten Grades eine Invariante (die Dis- 
criminante), aber nicht für die des vierten Grades, denn für 
diese ist 

■sf— — -Ttyi)*. 

\yi yt/ 

Für die Formen des vierten Grades ist dagegen 

(o| — «f)* (o. — Ol)’ 

eine Invariante, weil sie durch Substitution und Beseitigung 
der Nenner in 


♦) Die DiscriminHiite der cnbischen Form findet sich schon bei 
Eisenstein, in ,, Auflösung der Gleichungen von «len ersten vier 
Graden“, Crellc’s , »Journal für die reine u. angew. Mathematik“, Bd. 27, 
p. 105. Wir verweisen darauf, weil auch manches Andere dort eng mit 
der Theorie der Invarianten zusammenhiingt. Diess erhellt besonders 
ans der Vergk?ichung mit Sylvester’s wichtigen Arbeiten im ,, Cam- 
bridge & Dublin Matii. Jouni.“ Feliruar und November IH52 „On the 
Principles of the Calcnlus of Forms“, 

**) Vergl. äalmon, ,,LessonH inlroductory“ etc. p.53. 


Digilized by Google 


141 


2: {x,y, — x,y,y (x,y, — r,y,Y 

übergeht, und dieselbe Function ist für Formen des sechsten 
Grades keine Invariante, weil sie dann auf demselben Wege 
die Gestalt 

^ y'y» (^1 yt—^tyiY (^tyt—x,ytY 

annimmt. 

Das Erste gilt für Formen des dritten Grades von der 
Function 

(“f — “»)’ («>— Oi)S 

ihrer Discriminante nach dem Vorigen. 

Für die Formen des vierten Grades ist die symmetrische 
Function 

Z (o, — a,y (oj — a.)’ (o, — «,) (or, — «,) 
eine Invariante, weil sie ebenfalls den gestellten Bedingungen 
entspricht; sie enthält in jedem ihrer Glieder jede Wurzel drei- 
fach. Sie kann in der Form 

I ( 0 |— «t) («I— “4) — (“1— “ 3 )(“ 4 — «f) I I («I— “»)(<« 4 — “t) — (“1— » 4 )(«'f— «1) I 
t («1— “4) (ot— «1) — (" 1 — “t) (“|— “4) I 

geschrieben werden, in welcher ihr Zusammenhang mit der In- 
variante der harmonischen Kelation im Art. 2 sich unverkennbar 
ausspricht. 

Allgemein ist 

■2 («I — «.)* (of,— ot,)* (c,— o,)‘ 

der Ausdruck einer Invariante, wenn dem ausgesprochenen Ge- 
setze genügt ist. 

In der That kann man auf diesem Wege alle 
Invarianten binärer Formen entwickeln, da es er- 
sichtlich ist, wie zur Uebertragung solcher symmetrischer 
Functionen der Wurzeln in Functionen der Coefficienten die 
Entwickelnngen und 'l'afeln über die symmetrischen Functio- 
nen die bequemste Jlöglichkeit darbieten. Nicht minder 
können Covarianten als symmetri sehe Functionen 
der Wurzeln gebildet werden und es ist auch dabei 
allein wesentlich, dass jede der Wurzeln in gleichem Grade 
der Vielfachheit in die symmetrische Function eingehe. 

Für cubische Formen ist z. B. 

Z (x — 0|y)*(<», — o,)’ 

eine Covariante, welche in der weiteren Darlegung dieser Un- 
tersuchungen eine hohe Wichtigkeit erlangen wird. Ebenso 

t (“ 1 -“») .v)— (a«-Oj) ( -r-ai.f/) ! | ( «»-o,) fx-a, //) — (4»,-cit, ) (.r-a, y ) J 

I («3-«i ) (-r-“! y) — («i -»t) (•r-a3 y) ! 
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oder 

£ (x — n,y)‘(jr — a,y) («,— o,)* (o, — o,). 

Für die Formen des vierten Grades ist 

(“i — “i)’ (^' — “a y)‘ (^ — “4 yY 
eine covariante symmetrische Function, etc. 

Allgemein wird 

£{a,—tt,)*' (et, — o, )'*(«,— “ {x — a,y) * . . . 

Ausdruck einer Covariante, wenn jede Wurzel der gegebenen 
Form in dem nämlichen Grade in denselben eingebt. 

Andere Methoden, namentlich aber allgemeine wichtige 
Eigenschaften der Invarianten und Covarianten , deren 
Kenntniss für weitere Untersuchungen unentbehrlich ist, 
führen schneller und unabhängiger zum Ziel ihrer Ent- 
wickelung in Function der Coefheienten der vorgelegten 
Formen. Jedoch ist dio vorbezeichnete Darstellungsweise 
der Invarianten und Covarianten binärer Formen als sym- 
metrische Functionen und Functionen der Wurzeldifferenzen 
von entscheidender Wichtigkeit für das Verständniss der 
geometrischen Bedeutung dieser Formen. 

Hier mag noch an die Sylvestcr’schen Formen der 
Sturm’schen Functionen erinnert werden; das Vorige wird 
zur Erkenntniss genügen, dass die darauf bezüglichen Theo- 
rien in der hier gewählten Darlegung aufs Engste mit der 
Theorie der Invarianten und Covarianten verbunden sind, 
und dass ihre Wichtigkeit in eben diesen Zusammenhängen 
begründet ist. ^ 

18. 

M an kann zunächst zur Ableitung von In- 
varianten und Covarianten der binären Formen 
von der näheren Betrachtung der Art gelangen, 
in welcher die partiellen Differentialquotientcn 
derselben durch die lineare Substitution trans- 
formiert werden. 

Von der homogenen binären Fonn n''’” Grades 
u = 0 

gelange in.an durch die Substitution 

x = ßX+y) , ^ — ) 


Dü 


' , Gooojt 
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zur transformierten Form 

r = o. 

Das Symbol 

(.ß . /) 

bezciclnie nach einer schon mehrfach benutzten Abkürzung 
die Substitutionsdeterminante. 

Man hat 

iß> y) -'■ = /•>•- yy, (ß, y) ^=-ß'^-\-ßy, 

also 


(ß^y)i^=r > 


iß>y)'^^ = ß , 

iß>Y)~=-ß^- 


Nun ist 


dX du dV 

~dx d\ dx d V' dx' 
du_dU dX dV dY 
dy d X’ dy~^ dY' dy' 


also mit Beachtung des V^origen 


dx dX'^ d Y'^’ 

, , du_ dV dU ^ 

^ß> y^ X.. ^ d Y 


-iv + y 4x\> 


dV 


dy 

Schreibt man diese Gleichungen in der Form 
du I 

'^^WyIY' dy 

_ —— ^ \ß 

d.v"(Ä/)r d.V( 

so lehren sie durch Vergleichung mit den Substitutions- 
relationen 

y = ^'.V-|-/r, 

x = ßX+Yy, 

dass, abgesehen von dem Factor 

1 


die Üiflferentialquotienten 
du 


(ß77) 


, d tt 

-7 und — 

dx dy 


Digitized by Google 



144 


durch die Substitution in derselben Weise transformiert 
werden, wie die Veränderlichen 

y und a-; 

denn man erhält aus den letzten Formeln die Substitutions- 
gleichungen, indem man 



du , dU 

— und — 
dx dY 

durch 

y und Y, 


du , e 

— und 

dy c 

durch 

X und A' 

ersetzt. 



Man schliesst daraus den Satz: Wenndieurspriing- 
liche Form 


“ = /■(•»•, y) 

durch eine lineare Substitution von der Deter- 
minante (/}, /) in die transformierte 
U = f{X,Y) 

Ubergeht, so ist 


/du 

du\ 

(dU di 


Vdy' 

dx) 

^\dY’ d. 

xh 


so dass die Function 

, /dV dU\ 

^ (d Y’ dx) 

ei ne Invaria nt e oder Covariante der Form /■(x,,v) ist. 
Auf die quadratische Form 

o,x*-f o,xy-f-a,jr* 

angewendet, hat man 

d» d* d* 

*** djf* **' dydx da-’ ’ 

als ein Operations-Symbol, dessen Differentiale sich eben anf 
die gegebene Form beziehen. 

Man erhält dnrcb Entwickelung den Ausdruck 
4 o„a, — a,’, 

dessen invarianter Oliaracter aus dem Früheren (Art. 2) schon 
bekannt ist. 
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Mau erhält ebenso für ilie Form des vierten Grades 

o„x* + a,x*y + + »jX / + a^y' 

das Symbol 

d' d| ^ rf* d* d* 

” dy* ' di/^dx * dl/ d.v' dydi-^~^ ds* 

und durch Entwickelung 

12«o" 4 — 3a, aj + n,’, 

welche Function zu der cntaprechenilen transformierien in lier 
Relation steht 

(I2a„a,- 3a,a, + a,*) = 4(12^„/1, - 3^, A, + ^,’)i 

und für die. des sechsten Grades 

«0-^* + «1 •' '’y + "« ‘‘y' + «s-<-V + «I^’y* + aj.i-y’- + a^i/ 

das Symbol 

d* (f d" _ d‘ d“ d» d» 

dy‘ “'d/dj: di/d.i ’’ * dy'^d.r' dyd.c'-’'^"’ dx’^ 

und die Entwickelung 

120o„o, — 20o, CTj -|- 8a,aj — 30j*. 

Alle so erhaltenen Invarianten sind vom zweiten Grade 
in den Coefficienten der Form. Ihre Bedeutsamkeit wird 
weiterhin au einem Beispiele aus der Theorie der algebrai- 
schen Gleichungen eingehend gezeigt werden; es ist aber 
zuvor zu bemerken, wie die entwickelten Operationssymbole 
durch ihren ganzen Bau gewi-ssermaassen die numerischen 
Binomialcoefficieuten fordern und sie erhalten , wenn man 
dieselben in der ursprünglichen Form gleichfalls voraussetzt, 
d. h. die allgemeine Form nicht als 

(« 0 , a,, . . . a„5x, y)", 

wie bisher, sondern als 

(« 0 . «1 - “-l-»>y)“ 

bestimmt. Man erhält dann für 

«o-r’ + 2a,xy-|-a,y’, 

«„jJ-f- 3a, i*y -F 3a, xy* -f a,/, 
a„x*-F 4a,x’^ + tja,x»j/* + 4a,.r;/-Fo,i/* 
die mit denselben numerischen Coefficientim versehenen 
Operationssymbole 

d* d* d* 

“->dP“'"-d7d.-+'’‘d?' 

etc., 

Fiedler, neuere Geomrlrie o. Algebra. 10 
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und die Resultate 

«o"4 — 4«,Oa + 3(J,*, 

“o®6 — ßöi®:, + ISOjO, — IO«j% 

in welchen sich das einfache (lesetz der numerischen 
Factorcn nicht verkennen lässt, nach welchem ihre 
algebraische Summe für jede dieser Invarianten 
Null beträgt. Ein solches Gesetz ist ein zu bequemes 
Vcrificationsmittel, al.s dass man sich dasselbe ohne Noth 
entgehen lassen dürfte; im Folgenden werden daher die bi- 
nären Formen als mit Binomialcoefficienten behafüH voraus- 
gesetzt. Man geht von der bisherigen Bezeichnung zu der 
so erhaltenen über, indem man jeden der Coefticienton mit 
der zugehörigen Binomialzahl dividiert. 

Die Bildung dieser Functionen zeigt sogleich, 
dass sie für Formen von ungeradem Grade iden- 
tisch mit Null werden, so da.ss für dieselben keine In- 
varianten dem gc'gebenen Bildungsgesetze entspringen. 

Aber es kann dasselbe auf die Verbindung 
zweier Formen übertragen und die gefundenen 
Operationssymbole können auf Formen anderer 
Grade angewendet werden, als diejenigen, aus 
welchen sie selbst abgeleitet sind. 

Man erhalt so für die beiden quadratischen Formen 
«o-r* + 2a, xy + u,y‘, a„V + -ia^'xy -f o,V 
durch das der ersten entspringende Symbol 
(P d> (P 

wenn man die darin orscheineuden Differentiale auf die zweite 
Form bezieht, als Resultat die bekannte Invariante 

OoO.' + «o’«j— 2o,n,', 

welche in der Form ohne Binomialcoefficienten 
2 «o«!* + 2«„'a, — 

als die symmetrische Function der Wurzeln beider Formen 
2 («1 Oj -b n,'o,') — («I -b tr.) («,' -f o/) 
und der analytische Ausdruck der harmonischen Relation zwischen 
beiden durcli die Formen selbst liestimmten Elementcnpaare 
aus Art. 2 bekannt ist. 

Man erhält für die cubische Form 

a„.r’ -b 3a,x'y 3a, ry’ -b fljjd 
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dnrch Anwendmig der beiden analogen Operationssymbole 


a 


0 


d> d> <P 


<P (P rf* 

“‘dx^~^"’d7di/'^°' dy^ 

die Ergebnisse 

"o (“«■* + “s.v) — 2a, (fl, X + a, v) + a, (a„x + a, y), 

«s (“o^ +«iy) — 2aj (a,a: + a,y) + fl, ( a, .T -j- a, y) , 

(1. i. 

2 a- (a„a, — a,*) + y («„a, — a, a,), 

2 y (a, n, — a,') -f x {a„ a, — a, a,). 

Der näheren Untersuchung dieser Zusammenhänge ge 
hört das Folgende an. 

Wenn man zuerst noch einmal das für zwei quadrati- 
sche Formen vorher gegebene Beispiel betrachtet, so fällt in 
die Augen, dass in dom Symbol 

fP ' <P fP 

dessen Differentiale sich auf die zweite jener Formen be- 
ziehen, die Coefficienten a„, a, , a, , als die zweiten Diffe- 
rentiale 


tP fP d> 
dx‘ ’ dx dy ’ dy’ 

respective, bezogen auf die erste Gleichung, angesehen wer- 
den können. Unterscheidet mau daun die Veränderlichen 
beider Formen als 

. X , y und x', y'., 

als welche aber stets gleichzeitig und durch dieselben Sub- 
stitutionen transformiert werden, so kann man jenes Sym- 
bol als die Entwickelung von 

/d d d d 

\dx dy' dx' dy) 

ansehen. Und in der That lässt sich leicht zeigen, dass 
Symbole wie 

d d _d__d_ 

dx dy dx' dy 


und alle Potenzen desselben covariante Opera- 
tionssymbole sind; es genügt, daran zu erinnern, dass 

— X y 

Kl* 
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ein invariantes Symbol ist, weil durch die gleichzeitigen 
Substitutionen 

x=ßX+yY, y=ß^.\+y’Y, x=^ßX'+yY‘, y=^ß^X+yY' 

— ry = (ß/— ß'y) (•'' ^ 

gefunden wird, und dass die Differentialquotienten, vom Vor- 
zeichen abgesehen, ebenso wie die Veränderlichen seihst 
transformiert werden. 

Für zwei Fonneu «, p erhält man durch das Symbol 
da rfr du dr 

dx dy dy dx 

die in der Theorie der Elimination y)edpntungsvolle Jacohi’- 
sche Determinante 

du du 
dx ’ dy 
dx dx 
! dx ’ dy 

.Jede gemeinschaftliche Wurzel der beiden Gleichungen , 
u = 0 , r = 0 

reduciert auch diese Covariaute auf den Werth Null. 

AV'eim diese Symbole sich zunächst auf zwei binäre For 
men anwenden, so gelangt man zu Opcrntionsformeln für 
eine binäre Form, welche unten von anderen Gesichts- 
punkten aus wieder gefunden werden, wenn man diese bei- 
den Formen als identisch voraussetzt. 

Beispielsweise, entspringt mit dieser Identität aus 

('L. V 

\dx dy' dx' dy/ 
d* d‘ d’ d’ d» 
dx' dy* dx'* dy' ^dxdy dx'dy' 
das neue Symbol 

dx' dy' \dx dy) ’ 

Aber diess gilt nur von Symbolen mit geradzahligen Ex- 
ponenten; diejenigen, welche ungeradzaldigen Exjumenten ent 
sprechen, verschwinden identisch. Wenn allgemein das Symbol 

d d d Y 

\dx dy dx' dy/ 

unter der Voran.ssetzung nr='ih auf die Form des nämlichen 
Grades 
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angowendi-t wird, so i'rliiilt man eine qu ad r a t ise h c Inva- 
riante, und die allgeiueiue, Form derselben ist 


\ ”(" — 0 ••• f — 

, n(«— l) 1 / ,x- ' \ 2 / 

«0 "n — « "i - 1 + — " 2 «« "«-s + • .• +(-l ) 5 


2 . 1 . 2 ...— 


t 

l/m. 

i 


Die Entwickelung derselben soll iveiterliin als ein Beispiel 
des Gel)rnucbs allgemeiner Gesetze gegeben werden. 

Es erhellt .aber eniUieh au.« derselben einfaehen Betrach- 
tung, dass für eine beliebige Zahl von Formen, 
deren Veränderliche als 

■r. y-, y"; -r"', y"'; etc. 

von einander unterschieden werden, das Product 
/d d _d d d Y /d d _d_ d_y 

\dj dy' dx’ (ly) ^dx' dy" dx" dy ) \dj-” dy"' dx“ ' dy") 
ein covariantes flperationssyinbol sein muss. Es 
ist offeubar, dass dasselbe durch die Voraussetzung der 
Identität aller dieser Formen oder mehrerer von ihnen eine 
weitere Quelle von Covarianten und Invarianten auch für 
die einfacheren und häutigeren Fälle ist. 

Aber ein anderer Weg eröffnet sich mit folgender Be- 
trachtung. 

W enn die Veränderlichen x, y und x’ , y stets zugleich 
durch dieselben linearen Substitutionen transformiert werden, 
I = ^ .V -b y V , y = ß'X + y'Y, 
x=ßX’+yY\ y = ß-X’+y'Y’, 
so liefert eine Substitution der linearen Verbindungen 
x + hx, y + hy 

statt x,i/ in die Function u = f(x,tj) bei der Entwickelung 
nach aufsteigonden Potenzen von k für die Coefticienten die- 
ser letzteren die allgemeine symbolische Form 



Jeder dieser Coefficienten ist eine Covariante 
der ursprünglichen Form, d. h. die vorher erörterten 
Symbolfonueln übertragen sich in allgemeinerer Gestalt auf 
das ganze Gebiet der C'ovarianten. Denn man hat 
/J V -f y y + k (ß X'+ y >■') = /3 (A -h A V') -b y ( y -f- * »' '), 
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d. h. es ist von doiusclben Erfolge, ob man in der Original- 
form zuerst x + kx', y-\-ki/ für x und y cinsctzt und dann 
dureb lineare Substitution transformiert, oder ob inan diese 
letztere zuerst vollzieht und sodann für .V und Y die Werthc 
V + A.V', y-f-ÄV' einführt. AVenn also bei der Vorgesetzten 
Transformation die Originalform u = f{x,y) in die neue Form 

übergeht, so liefert die Substitution 
x + kx, y + ky 

für X und y in 

“ = y) 

noth wendig dasselbe Kesultat, wie die Substitution von 
A-t-*.V', Y + kY' 

für .V und Y in 

U = f{\\ }'). 


Und da endlich k eine vollkommen unbestimmte Grösse ist, 
so müssen die (’ocfiieienten der entsprechenden Potenzen 
von k in den beiden Entwickelungen identisch übereinstim- 
inen, welche mittelst des Tay lor’schen Satzes für beide 
Operationen sich ergeben. 

Man erhält also 


'.du, .duY rff/ ,dvy 

rx-^'-'ry)=V <rv'+^ äY')’ 


dy/ 

wenn man durch das Symbol 

/ , du ,d hA*' 

die. Entwickelung 

, d' II , , , d' n r(r — l) , , ,, d’ « , d' u 

" 'dYr^^^ '■> dx' -^ dy + —2 ■' ^ dY--W^ 


abkürzend bezeichnet. 

Es scheint geeignet, hier anzudeuten, welches der geo- 
metrische Sinn dieser Substitutionen ist; wenn die A’^eränder- 
lichen x,y dem analytischen Ausdruck eines geometrischen 
Gebildes angeboren und x' , y einem Element entsprechen, 
welches mit jenem in fester Verbindung ist, so werden beide 
Gruppen von A^eriindcrlichen einer Coordinatentransfornia- 
tion entsprechend gleichzeitig auf gleiche AV eise, d. i. durch 
die nämliche Substitution transformiert. Der Einführung von 
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oder von 


x + kx, y + ky statt x,y, 


X+k.\\ Y+kY' statt X,Y 

entspricht aber die Auffassung von Elementen, die zu den 
ursprünglichen in einfachster unveränderlicher Beziehung 
stehen: Theilpunkten der geradlinigen Strecke zwischen den 
Originalpunkten, Theilstrahlen des Winkels zwischen den 
Originalstrahlen, welche beide dem durch die Constante k 
bestimmten Thoilungsvorhältniss entsprechen. 

In der Ebene, d. i. bei homogenen Formen mit drei 
und im Baume oder bei Formen mit vier Veränderlichen, 
führen die analogen Betrachtuugem zur analytischen Theorie 
der Polaren, wie es als bekannt gelten kann.*) 

Von diesen Forinon gilt der folgende Satz: Wenn in 
der Entwickelung von 


/ ,dit 

VTs + '-Ty) 

zuerst die Grössen x,y als Constante und x', y 
allein als Veränderliche betrachtet werden, so 
ist jede ihrer Invarianten eine Co Variante der 
Originalform, sobald man in ihr x, y wieder als 
Veränderliche gelten lässt. 

Denn sobald in dem Ausdruck 


/ ,du fdaV 
r + " Ty) 

ün transformiert 
a„ X'' + ra, X’'~' Y'+ K'' + . . . 


die Grössen x',y' allein transformiert werden, so dass der- 
selbe in die Form 


übergeht, so ist eine Invariante dieses Ausdrucks eine 
Function seiner Coefficienten , die nur diu-ch eine Potenz der 


*) Man kann dafür vcrglctchen O. Salmon, ,,A treatise on the 
higher plane Curves,“ p. 54 f. oder des Verfassers dieser Schrift Ab- 
handlung über ,,die Theorie der Pole und Polaren bei Curven höherer 
Ordnung“ in der Zeitschrift für Mathematik und Physik von Schlö- 
milch etc., Bd. IV, p. 112 f. 

Für die weitere Entwickelung dieser Verhältnisse ist auf die in 
Vorbereitung begriffene deutsche Ausgabe von O. Salmon*s ,, Lessous 
iutrod to thu modern higher Algebra“ zu verweiseu. 
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Substitutionsdptorniinante von der gleicligebildoten Function 
der Cocfficicnten n„, n,, ... verscliieden ist. Nach dem Vor- 
bergehenden gehen aber eben die.se C'oeflicienteu a„,n, 
durch die lineare Transformation von .r, y in 
d' V d " V 


Uber und jede 
Ausdrucks 


Invariante des entwickelten 


/ .du .duV 


symbolischen 


für constante j-, y ist daher eine Function der Differentiale 
der gegebenen Form, welche durch die lineare Transforma- 
tion in eine gleiche Function der Differentiale der transfor- 
mierten Form übergeht, d. h. eine Covariante derselben. 

Wenn vorher gezeigt wurde, dass jede binäre Form von 
geradem Grade eine quadratische Invariante besitzt, so sieht 
man nun, dass jede derselben ein allgemeines Covarianten- 
symbol hervorbringt. 

Der Ueberblick jener quadratischen Invarianten 
n„a, — n,* für die quadratischen, 

"o"» — l"i «3 + 3e,’ für die biqnadratischen Formen, 

"o"« — Off, ffj -F 15a, ff, — lOffj* für die Formen des sechsten Grades, 

etc. 

liefert auf Grund der jetzigen llctrachtungcn die covarianten 
Symbole 

d*u d’u / d’u y 
djc* dy’ \d.rdy)' 


anwendbar auf alle binären Formen , deren Grad nicht kleiner 
als zwei ist ; 


d'ud'n d*u d'n / d*n y 

dx* dy' d.i^ dy dx d y'~^^\d .t' dy^/ ' 


für Formen, deren Grad mindestens gleich vier ist, etc. 

Als Beispiele der daraus entspringenden C!ovarianten kön- 
nen ilie durch ilas erste (Symbol aus Formen des dritten und 
vierten Grades abgeleiteten des zweiten und vierten (irades 
dienen, welche hier stehen 




-a’) + ‘ixy^ ^ +J/ (.«(ffi — "t ), 


und 
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+ 4 x 1 /' ^ "- ’^ +!/*(". «4 — «3’)- 

Dabei knüpft sich an das erste dieser Beispiele die Be- 
merkung, dass jede Form von ungeradem Grade eine 
Covariante besitzt, die in den Coefficienten wie in 
d e u Ve r Hn d e rlichen vom zweiten (irade ist. Der Aus- 
druck 


/ ,du , , d«\"“' 


dl// 

(wenn n der Grad der gegebenen Form ist) ist für eine solche 
Form von geradem Grade in x', tj und vom ersten Grade in 
X, wenn man daher auf ihn dasjenige unter den vorher- 
gehenden covarianten Operationssymbolen anwendet, welcheai 
eine Invariante seines Grades in x', y liefert, so erhält man 
die bezeichnete Covariante. 

Man kann endlich aus so gewonnenen Cova- 
rianten nach den vorher au'seinandergesetzten Re- 
geln neue Invarianten bilden, um von diesen nach 
den jetzt entwickelten Betrachtungen über den 
Zusammenhang derselben mit covarianten Opera- 
tionssymbolen zu neuen covarianten Formen über- 
zugehen. 

So erhält man z. B. aus der Form des vierten Grades 

Kl "1. «t, "s. »45 g y)* 

nach dem Früheren das Invariantensymbol 

d* d‘ d* d* d‘ 


"'‘dy* ^“'dy^dx 


+ 6 ( 7 , 


dtßdx* dy dx^ "^°*di* " 


Wenn man diess auf die. oben gegebene. Covariante des 
vierten Grades der biquadratischen Form anwendet, d. i. auf 

x\a,a,-a>) + 4x»y ("e"» + 2«. 

+ 4 X y* + y‘(a, _ a,'% 

so erhält man die neue Invariante 

/- . (»1 "7 ~ "» "3) _L « ("0 «4 + 2 «1 «3 — 3 »t’) 

»oK "( — »3 ) — 4 (7, ^ ^ ' + fi (7, ^ 


, K"3 — «l»t) . / ,N 

— 4(7, ^ |-«4K"«~"i ) 


oder 
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In Folge desHen aber ist 

d* d* d‘ /d* y /d* Y d* 

dx*dx*dy*dy* dx'Kdxdy*) \da.*dy) dy' 

dj d< d^ /d‘ Y 

’^dx'dydx'dy'dxdy^ \dx'dy‘) 
ein neues covariantes Symbol für alle Formen, deren Grad vier 
übersteigt. 

Um die Mannichfaltigkcit der Entwickelungsmcthoden 
zu voranschaullclien , ohne uns doch allzusehr in derselben 
zu verlieren , mögen hier nur noch zwei allgemeinere Sätze 
bezüglich derselben bewiesen sodann aber einige Anwen- 
dungen auf die Theorie der algebraischen Gleichungen dar- 
gelegt werden. 

Der eine von ihnen knüpft sich an das covariante Ope- 
rationssymbol 

d*u d*« / d’f4 Y 

da’ dy* \dxdy)' 

welches oben gegeben ist; man kann dasselbe in der Form 
einer Determinante 


(/’« 

d'u 

dP ’ 

dx dy 

d'n 

d'u 

dx dy ' 

d? 


schreiben, die man nach dem Geometer, der die ersten und 
bedeutendsten Anwendungen von ihr gemacht hat, die Hesse’- 
sche nennt, und es alsdann als den einfachsten speciellen 
Fall (bi=i) der folgenden symmetrischen Determinante an- 
schen 


d*" 14 

d'*'" u 

d'^^H 

dl*'" ’ 

dj. dy’ 

dj-2m—t fhj>' 

d'^"' u 

d*"“ 14 

d*”" « 

dj.2m -1 fly ' 

d j d y’ ’ 

J j. 2 m — 3 ’ 

d'^'"u 

d * u 

d*"' u 

dj-5'“ -’^dy’' 

dx‘‘'“ ~ ^dy‘’ 

dx-"‘~* dl/’’ 


oder 
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d^"‘u , 

— ^ d^ dj7*”* ^dy*^ dy^*^ ** 

Dieselbe repräsentiert stets eine Covariante 
oder Invariante der ursprünglichen Form 

u = 0. 

Denn durch die Substitution 

i = /J.V+yy, y = ß’X + y'r 

und für 


i + j = m 

geht der Differentialquotient 

d”u 


dx' dyi 

in die neue Form 

d"tt 

d.V dYi 

über, und nuin hat 

<f"n _ d" u ,|, d” » ^ 

dX'di'i dx”' 'yidx”‘~^dy "’ ‘>J dy”' 

worin /.'’j Functionen der Substitutionscoefficienton sind , deren 
Gesetz aus folgenden ^V'crthen deutlich hervorgeht 
'i.i = ß‘r^r 


“ ‘-ßß +j-ß'‘rv^~'y 

Dio zu betrachtende Determinante wird durch dieselbe 
Substitution in 

d^”'U d'‘'”ll '**”^_A* 

— (TÄ’^"* ■ dX^^'^d I » ■ • • dY^ — ^ 
übergeführt und kann darnach wie folgt zusammengesetzt 
werden. Sei die Determinante aus den eben dargestellten 
Coefficienten der transformierten Differentiale 
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und die Determinante 

iflm^ d^"'n d^'”u 

'dl/" 


£ + 


= 11 , 


rf.V" rfj'" ’ dX"‘~' d y dx"'~^ d y ' ' ' d y 
SO bestehen nach dein Miiltiplicationsgesetz der Detcnninan- 
len die Relationen 

L.A„, = H 

und 

L. H =A* An.. 

E» bleibt also zum Beweis der ausgesprochenen Be- 
hauptung nur noch zu zeigen übrig, dass L mit einer Po- 
tenz der Substitutionsdeterminantc 

ißr'—ß'r) 


übereinstimine. 
Da»i sei 


und 




r-=c 


■(#) 

■y_ — 1 ,( 1 ». 

ß'yi •'>’ 

man dividiere alle Elemente der ersten Reihe der Determi- 
nante L durch ß” , alle der zweiten durch ß"'~^' y , der drit- 
ten durch y*, etc. . . . , der letzten durch y", so erhält man 


..Hl 




»KffiXU m(mXM 
L = ß-t - y — — . 


*«,11 

Ä-'.i. C-,.n • • • C.,i 




V« 




,(«) 


= ißy) * .ß«. 

Unter den Elementen dieser Determinante ßm bestehen 
aber die folgenden Relationen: 

1, j+ 1 — j = 0 , * •'! ,,^.4. , — *!_'] = c—b, 

Man transformiert dieselbe also dureh Subtraction der 
Elemente jeder folgenden Reihe von denen der vorhergehen- 
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(len, indem inan noch beaelitel, das» in Folge dessen jedes 
Glied der ersten Reihe durch (c — 1>) theilbar wird, in 


I a‘" 

*> m — 1,0' 

G "m— ?,1’ 




. b 
. h 


(m — U 
m — 1,0 
(m — 1) 
m~2,1 


■ l a"> . . A<”— '* 

und erhält somit durch successi%'e AuHinittehing 

in Folge dessen aber nach dem Vorigen 

«(m+I) 

L = (ß/-ß^y) > , 

womit der Satz bewiesen ist.*) 

Man darf natürlich statt der Function « selbst eine be- 
liebige bereits bekannte Covariante derselben den angegebe- 
nen Operationen' unterwerfen , ohne den Erfolg zu verändern. 

Man erhält vennitti'lst derselben Invarianten der Form, 
wenn der Grad derselben n = 2m ist, also nur für Formen ge- 
rader Grade; der allgeinciiie Ausdruck der so ent- 
springenden Invariante d e r F o r m " Grades ist die 
s ymine tr isclie 1) et er in inan te 

r/g , ‘ 

2 

«I . 

TT+I 


sie ist vom Grade 




in den Coefficienten der Form, also 


ftir Fonnen d(>s 2., 4., 6., 8. Grades respective \'om 2., 3., 4., 
5. Grade, z. U. für die Form des vierten Grades 


*) Vergl. Brioschi in den Annalen von Tortolini t. I, tl858.) 
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welche durch Entwickelung als 

= — «i’«4 + 2«, n,a, — 

die schon gefundene cubische Invariante biquadrafischer For- 
men erkannt wird; die gegenwärtige Entwickelungsweise hat 
die symmetrische Determinantenform ihrem Ausdruck binzn- 
geftlgt. 

Ueberdicss lassen sich aber aus bekannten Covarianten 
einer binären Form neue Covarianten derselben Form ab- 
leiten nach noch wesentlich allgemeineren als den früher 
erörterten Methoden. 

Sind nämlich 

ft und f, 

bekannte Covarianten der Form 

« = 0 , 

so ist 

dx ' dx 

•iy ’ dy 

gleichfalls eine Covariante von u. 

Denn wenn aus f, (x, y) mid f, (x, y) durch die lineare 
Transformation 

x^ßX + yY, y = ß^X+Y'r 
die neuen Functionen 


F,{X,r) und F,(X,Y) 
werden, so hat man 

^•=(ßy'-ßfyY.(y‘‘Jl+y'^Jl), 

und erhält daraus leicht die Gleichung 

(ßy-ß'y)"> = — — 

ypr Frj [dx dy dydx) dXdY 

welche den ausgesprochenen Satz beweist. 


dF, dF, 

7r dÄ’ 
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Sodann eröffnet ein Satz von Hermite eine noch rei- 
chere Quelle und bildet den Ausgangspunkt einer besonde- 
ren Theorie; es genüge, auf ihn zu verweisen.*) 


19 . 


Als eine einfache Anwendung einiger der so gewonne- 
nen Formen sei die Gleichung untersucht, die man als 
„Equation aux carrds de diffdrenees“ einer gegebe- 
nen Gleichung bczfüchnct. ^lan kann die symmetrio 
sehen Functionen ihrer Wurzeln mit Hilfe der 
quadratischen Invarianten binärer Formen von 
geradem Grade einfach ausdrücken. 

Sei 


K, o.. o», • • 

die vorgelegte Gleichimg, bezeichnen s, , wie früher 

die Summen gleicher Potenzen ihrer Wurzeln und S , , 21,,... 
die entsprechenden Summen gleicher Potenzen für die Glei- 
chung der Differenzenquadrate, so hat man nach dem Be- 
griff der Summe Z,- 


’ 1.2.3...« ' ^ ’ 


und da aus der Theorie der symmetrischen Functionen die 
Relationen 

=*J,_I s, — *2,-, 

Z'a,*'-* a,‘ = *2,_2 s, — S2< , 


Xo.'tt,’ =•(*,» — *2.) 

entspringen, so geht mit der gestatteten Vertretung von «i 
durch *0 dieselbe in die folgende über 

♦) Man vcrgleicbe Crclle’s „.loiirnal für die reine nnd angewandte 
Mathematik**, Bd. 52, p. 21 f. Dazu ßrioscbi*s Abhandlung im VII. 
Bande der ,,Annali di Scienze** (1850) von Tortolini p. 231,335 nnd 
im I. Bande der „AnnaU di Matern.** (1858), p. 349. 
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•^i=*o*2< — 2/'Sj,_i S, + 


2<C2i — 1) 


’ 1.2...(( — i) 

Diese aber ist die quadratische Livariante der Form 
(s„, S|, s,, . . . »j.Jj-, yY\ 

Für die Gleichung der Differenzenquadrate 
einer vorgelegteu Gleichung ist also die Summe 
der Potenzen der Wurzeln die quadratische 
Invariante der Form 

(s„, »)’■'. 

Für 1 = 1 , 2 , 3, 4 berechnet, gelangt man damit zu einer 
Reihe merkwürdiger Formeln, welche von M. Roberts zu- 
erst gegeben worden sind.*) 

Die quadratischen Invarianten der Formen des 2., 4., 
6. und 8. Grades , welche zum Theil in dem Vorigen schon 
gelegentlich entwickelt sind oder aus ihrer angegebenen all- 
gemeinen Form leicht entwickelt werden können, sind 

y,, = — 4fl| ff, -f 3ff,’, 

= — + löff,«,— lOff,’, 

= "o ~ ® “ I "i + 28 ff, ff, — 5(! ff, ff, -f 35 ff,*. 

Bezeichnen analog y,, und y,, die cubischen Invarianli'ii 
der Form dos 4. und 6. Grades respe.ctive, so hat man 

“l'"4+2ff|0,ff,— «,*, 

A.S = “o «t «6— 3 «o"» “s + “4* — “i* ö. + 3 ff , ff , ff, — ff, ff, ff, -|- 2 ff, ff,’ 

— 3o,*o,, 


und erhält durch Entwickelung der vorigen allgemeinen Re- 
lation für diese speciellon Fälle die Formeln 

o„*2:,=— »•(« — i)y,.,, 

2; = »• (» — 1) l^n* y, ,* — Oo’y,.,] , 


*) y^Noavelles Annalea de Mathöm/*, t. XIX, p. 23. 
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- -*) ( 3 . . 4 , + 




, «'(«- 2 )(>i- 3 ) (h~ 4 ) (»-•>!) n(»i-2)(n-3)(#i-4)(3n-7) 

1 - ^ 

('1—2) (« — 3)(w— 4) (n— 5)f>i — ») (h — 7j l 

2 . 3 . 4 . 5 . « . 7 "" • 

Man erhält daraus für » = 2, <i = 3 die Krgehnisse 

“o* = «o’-i' («I — «,)* = — 4 K», —«,’), 

“o'‘'2^» = <*n^-S’(“i —«!)'= 4.4 (a„o, — a,*)’, 

“o‘ = "o" “ I — «»,r = — 4 . 1 6 (o„ — a , 

“u'*-^4 = — “«)“= 4.04 («„o,— a,*)‘; 

= “u*-^ (“| — ">)* = — 18 ("o«i — «i'), 

o„' .£, = 2 : («, — o,)‘ = 18 . 9 ( «„ «, — 

= — «,)* = — 18.81 — a,*/, 

"u“ -^4 = «0* (."i — “j = 1 8 . 729 (a„ o, — ff , •)’. 

Für n = 4 verschwindet die hier ausgeprägte einfaclie Pro- 
portionalität, denn mau erhält z. B. 

=u'£(a, - ff,)* =— 48 (ff„ ff, — ff,*), 
ff„‘.S;, = ff„*2:(ff, -«,)*= 48 [l0(4v/,-ff,*)*-'^'(ff„ff,-4ff, ff 3 + 3ff,*)j, 

etc. 

Wenn man die Snmmcn gleicher Potenzen der Wurzeln 
für die Gleichung der Differenzenquadrate kennt, so kann 
man auch sie selbst bilden, indem man nach der Theorie 
der symmetrischen Functionen ihre 0)efficicnten liestimmt. 

Man erhält die Coefficienten ihres drittmi und vierten 


Gliedes 

z. B. in folgender Form 



-«a)’(“i 

-«,)*=— M*(n-l)(» -2) 


Off/Z(«, 


«*(»- 

!)(,,-; 



1 "'("‘-5« +8) 

J 



' “0 ''«.J 




(» — 3)(« — 4)(» — 5) 
60 

“ 0 ^ -^c.» j 


II (ln — 15) 


“'Ji, 


Also für n=3 

ffa)’(«,— 03)’ = — 81 .J,,\ 

und für n=4 

Fieilier, neuere Geometrie u. 


11 
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— <*,)*(«, — Oj)’=— 48 I 10^,,’— ~ -f, 

^ « ~ 2 Ga„*yj ,] 

etc. 


Für die Gleichung de.s vierten Grade» hat M. 
Roberts das Resultat dieser Entwickelung gegeben; man 
erhält es mit Beibehaltung der gcw’ählten Bc/.eiehmmgen in 
der Form 
1728/‘(iio*/ + 12y,,)- 

+ 32.14l/'(«„V4,-12y„’)(3«„*/»+88f/«V,,/ + (148V--»-V-/...) 

+ 72 . 25« t (2 J. . . y,., - 3 «„y,.,) ( 1 3 t’ + 144 y,., / + 108 .f,,) 

+ 108 . 4006 a„’ (7, — 27 = 0, 

oder 

o/ 1* + 48a„'y,, . +• 8rt„* («o'y^ +0«y, ,*) t* 

+ .32 (I28y,,>+ l«n„*y,,y,,- I3«„>./,,,)1> 

-f- 1« (38-iyjj*y4j 2H8rty./, J./4 7ao’y4 j*)/* 

-j- ii52y4_( ('-2 •^»,1*^4.» '^^ 0 ^ 4 . 3 )^ 

+ 256(y4,,»-27y4/) = 0 

durch folgendes Verfahren , auf welches hier cingegangen 
wird, weil es zugleich mit der Auflösung der Gleichun- 
gen des vierten Grades direct zusannnenhängt. 

Sei 

, _ -■ Kr’ - J4., - yJ4.3’+M y,.,* , 


80 ist 


1 ; 

% 

-1^ . 

— ml 

1 

"0 



1 

!-/*, 

— mi, 

X 

"<• 

II 

— mi, 

i. 

-/I j 



"<i ’ 



und 




A: 

= 0 

oder 




-4r-l-y4.,it + J4.,=o 

die Gleichung von A rn u h ol d , diosellie {ileiclning, auf welche 
auch Caj’ley, Ilermite und Hesse in ilireii Untersuchun- 
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gpn gpführt worJpn sind. Man gelangt zu ihr, indem man 
nach der Methode von Euler in 

a„x* + + tia,x* + 4/I3X +«3 = 0 

y =: ax h 

einführt, so dass man 

+ fl («„ n, — o,’) / + 4 (2 «, * — 3 «„ ff I ff, + ff„* «,) y 
— (3 ff,‘ — fl ff„ff ,* ff , + 4 ff„* ff , ff, — ff„’ff,) = 0 
erhSlt, und hier 

y = y A A, + ß + + = / +«-f-r 

setzt, wo A, , A, , A, die Wurzeln der Gleichting 
A’ — q — 0 

sind. Dann gelten die Relationen 

.£A, =0, .2.A, A, = /#, AjA, A, = y. 

Auf Grund der ersten unter ihnen und wegen 

u'-J- r' 


erhält man 

j' — 3 ß = 2 (t ’«'+ «V4- Pt ’), 
daraus durch abermaliges (Quadrieren 

y* — Oßi/' + Uß' =1 + -{- Hl'ur’y 

— A (S H'— l>) + St‘HF y, 

also 

y* — flßi/’ — — (3ß’— 4 A» = 0, 
lind durch Vergleichung mit der oben erhaltenen biquadratischen 
Gleichung in y 

n r . .,__"o*("offi— 4o,o, + 3ff,’) 

ß = ff,'—ff,o, = % 


so dass man zugleich A = a„ setzen darf. 

Da man dann erhält 

l'ur = y ß’ — A'ß/j — 
so liefert die Gleichung 

4 (2 ff,’— 3 ff„ ff , ff, + ff„* «<)=— 8 ff„ ff,)’— ff„* (fl|’— o„ ff,) P — a„’y, 

und daraus 

"off«") — "u",’— ff|’«i4-2a|ff,ff,— ff,’ J,,i 

7= - , 

so dass 

A’ — pk y — 0 
in 

4 A’ — J, , A + J, , = 0 

übergeht, welche Gleichung direct nach der Cardani’schen 
Regel aufgelöst werden kann und bis auf das Vorzeichen des 

11 * 


Digitized by Google 


164 


absoluten Gliedes mit der Aro nlio 1 d - Cayley 'sehen Glei- 
chung übereinstimmt. Ihre Wurzeln i, , i,, x, ijestimmen die 
Werthe von y nach der vorausgesetzten Formel. Aber auch 
dieser Theil der Lösung lässt sicli nach dem Vorigen einfach 
darstellen. Man hat aus der Determinantenfomi von Aronhold 

1 = + ; 

</„ da^ «„ 

und erhält für die Wurzeln A,, k,, ilj nach einem .sofort anzu- 
gebenden Satze die Gleichungen 

— =/» -t-mi, 

"o 

— = uli "F (o’mi, 

-!■ = (a* /■* -F lamV, 

^0 

wenn o> eine imaginäre Gubikwurzel der Einheit bezeichnet. 
Derselbe lautet; 

Für n beliebige Grö.sseii ,...A„ und <o als eine pri- 

mitive Wurzel der binomischen Gleiclmng 
(u" — 1 = 0 

hat man den Werth der Determinante 

, ... Afr— 1 , 

> ^'*1 

, ^4 , 6, , Aj 


i 1 - 2 1 ^*n— 1 1 

durch das Product 

"(n— 1 ) 

(-1) 2 .e, ö„, 

wenn 

öl = *1 + f't “i -+- *3 tBi* -F . . . -F h„ w,"~' 

ist, mit 

V Ui = 0)’. 

Man erkennt diess durch .Multiplication der beiden Deter 
minanten 


» 


. . h„ 

1 

1, 

1 , . . 

. 1 : 


b„ . 

. . b, 

1 , 

M, , . . 

9 

. u„ 1 

• 




1 , 

tü,% . . 

• tön 

. 



mul 



1 

1 


1.,, . 


i 

. 


1 

n i 




1, 

ra,", . . 

• tu»" 1 
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denn da die Elemente der Zeilen der als Product entspringen- 
den Determinante durch ö,, , . . . tlieilhar siud, so ist 

das Product 


= ©, . 6 », . . . 0 „ 


1,1 , . . . 1 
1 , ü)„ 

I , . . . CO„_l" 


I . 

1,0), , . . . to,“ 

und man erkennt sofort, dass die, Determinante, welche in dem- 
selben auftritt, sich von der Determinante des zweiten Factors 
nur durch den Factor 

(- 1 )"’ 

unterscheidet. 

Durch Anwendung dieses Satzes auf den gegenwärtigen 
Fall erhält man jene oben gegebenen Gleichungen für die Werthe 

b. 

"o 

und erkennt daraus 


1 I /'_L » 

\ dt / 3 nj 


b> ml, 


die Werthe der Wurzeln der reducierteu Gleichung des dritten 
Grades in der Methode von Euler. 

Hiernach gelangt man zur Gleichung der Quadrate 
der Differenzen der Wurzeln, indem man aus 

a,= — — + j/'li + mi — bli+T/'toli + a*ml—'bi 
»0 r «o’ A «0 


+ j/ + 


"o r a„ r o„* 


— 1 / W*/* + tdfW> ^ 


( = («, — «,)’ = 1 + 'U*mS -J- (o’fl d- 0),«» 
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zielit ; (litiss git'bt durch Kutwickchmg imcli einander 

77! + Ä’ ' + ÄS = - U '^+ 


und wegen 


,» 1 ■> Vimri* 1 

/3 = - mi, m» = . " /s 


also durch Cubieren 

lr«+,7 „« =va, -7j'+ix. -t)'" 

. /3 0 ina„ * / 3 ü/np* 1 7 * 1 _i_ 7’ ^ 

2 A 7. ■iAlts'^«'’' 

woraus durch Kntwickelung die gegebene Gleicliung hervorgelit,*) 
Für 

^n* • 1‘* ^tY • *^4,3 b dj,** 

erhält inan ebensowohl 

2 J, , . J 4 , = 3«„Jjj, 

als aiK-h 

■i,Y = -r,J,Y 

und die Gleichung der Quadrate der l)ilVereir/cn reduciert 
sieh, wie man aus der zuerst gegebeneu Form am schnell- 
sten erkennt, auf die Form 

<'(«„'/+ 12 J,.,)'=rO, 

und man erkennt, dass unter diesen Voraussetzungen die 
Gleichung der Quadrate der Differenzen zwei Wurzeln Null 
und vier gleiche AN^urzeln vom AVerthe 

«u' 

besitzt. Man kann daraus sehr leicht auf die stattfindenden 
Gleichheiten unter den Wurzeln der Onginalgloichung 
schliesson; dazu leitet auch’ die Ihanerkting an, dass ihre 
Discriminantc D4, das letzte Glied der Gleichung der Qua- 
drate der Differenzen, verschwindet. Bei der speciellen Be- 


*) Vergl. „Aiinali di .Matenrntica da Tortoliui Vol, II. {IS.'iU.) 
p. 330. 
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trarhtung der Formen des vierten Grades wird sich die na- 
türlichste Gelegenheit darhieten, darauf zurüekzukommen. 

Fine Kelation derselben Art bietet die llotraehtnng des 
Gliedes in / in der Gleiehiing der Quadrate der Differenzen 
dar; der Gocfficicnt dieses Gliedes ist abgesehen von a„ und 
numerischen Factor 

(2 J, , . f 3 ,) , 

und verschwindet also ebensowohl für 


J.,f = 0 

als auch für 

Die erstcre Bedingung, d. i. 

n„u,— 4 n, 03 -f 3o,*=0 

bestimmt also unter den AVurzcln o„ Oj, der biquadra- 
tischen Gleichung die Relation 

■2^ («I — “t)’ («1 — “a)’ (“i — “a)’ (“a ~ “a)' (“a ~ “a)’ = 0 

oder 

z , = 0. 

(«, — a,y 

Da der andere Factor des Gliedes in i, nämlich 

• A.a 

bis auf numerische Factoren der Determinante der Summen 
gleicher Potenzen der Wurzeln 

I Sj , S, , S, I 

I > ^3 ' 

^ *3» *4 I 

gleich ist, so ist auch das identisclic Verschwinden dieser 
Doterminaiite die Bedingung der gedachten Kelation. Wenn 
man bemerkt, dass das letzte Glied der Gleichung der 
Quadrate der Differenzen die Determinante 

' *0 7 » 'S > * 

*17 ** 1 *J 7 *4 
' *3 7 *3 7 *4 J *^ 

I *3 7 *4 7 *» 7 *6 

ist, so erhellt die Einfachheit der Darstellung des Coefficien- 
ten des vorletzten durch 

! *0. Si 


besonders. 


I 7 I 

*11 *a> *a I 
I *ai *81 *4 i 
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Man mag noch anmcrkcn, dass für die allgemeine Form, 
von welcher hier aiisgegangen worden ist, in dem Falle a« = 4 
also 


(■%, S|, »J, «3. ’JY 


die cubische Invariante 

— s„s/ 

in der Form 

n’ (»1— 1)’ (w — 2) 
12 o„‘ 


dargestellt werden kann. 
Sie ist für n = 4 


, d. i. 

I j . Jj j 3(« 2) 


^0 

was wieder auf das Vorige znrückweist. 
Für 


ff , z= 0 , n — 3 

entspringt aus ihr die Discriminante der hinSren cuhischen 
' Form 

(ff„, ff,, ff,, o,$j, y)’, 

nämlicli 

"o*"!* + • "o«?" + I «i’«3 — 3 "t "»■*) 


20 . 

Von den auBeinandergehenden ^lethoden zur Darstellung 
invarianter und covarianter Formen, welche den Gegenstand 
der beiden letzten Artikel ausiuachen, wendet sich nun die 
F.ntwickelung zur Hetrachtung allgemeiner Gesetze, welchen 
dieselben Genüge leisten und aus deren Kenntniss man eben- 
falls zur Entwickelung solcher Formen selbst leicht gelangt, 
uberdiess mit einer viel grösseren Aussicht darauf, alle 
Formen dieser Art auf dem betretenen Wege kennen 
lernen zu können , als dort zu gewinnen war. Man wird 


*) Für die binomische (lloichiing 

.T» — I = tl 

kann die Uleichiing der ItitTeren/.emiuadratc in der Form einer sym- 
metrischen Itcterminante dnrgestellt werden, die M. Koberts gegeben 
hat, ,,Nonvellcs AiinaloH de Malhcni.“ t. XX, p. 120. Pie allgemeine 
Anflüsung des Problems von der Uleichiing der Quadrate der Oilferen- 
zen hat unter Anwendung seiner Ausdrucksweise des Hezout’schcn 
Kliminationsverfahrens Cay ley im II. Bande der ,,Aiinali di Matematica 
da Torlolini“ (1859) p. 5(15 gegeben. 
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im Vorlaufo ihrer Entdeckung erkennen, wie direct sie an 
die Betrachtungen des Art. 17 ansehliessen, in welchem auch 
schon das ganze Gebiet solcher Functionen unter einem ein- 
heitlichen Gesichtspunkt betrachtet worden war. 

Auch hier beginnt die Untersuchung mit der Discrimi- 
nante, als auf welche sich, als eine Resultante zweier 
Gleichungen, die aus der gegebenen Gleichung durch Diffe- 
rentiation entstehen , die allgemeinen Eigenschaften der Re- 
sultanten direct ribertrageu lassen. 

Sie ist als solche eine homogene Function der 
Coefficienten der gegebenen Form und in densel- 
ben vom Grade 2(»— 1), da jede der beiden derivierten 
Gleichungen vom ersten Grade in den Coefficienten und vom 
(« — 1 )'■'* in den Veränderlichen ist, und die (Coefficienten 
beider, als welche jede im (« — l)''"* Grade in die Resultante 
cingelieii müssen, mit denen der Form selbst übereinstim- 
men. So sind die Discriminanten quadratischer, cubischer 
und biquadratischer Formen vom 2., 4. und 6. Grade respcc- 
tive. Wenn man die letzte (Quelle dieser fiigenschaft inner- 
halb des hier untersuchten Gebietes in der Theorie der 
symmetrischen Functionen der Wurzeln erkennt, so findet 
das Käniliche statt hinsichtlich einer anderen Eigenschaft, 
die ebenfalls bei der Theorie der Resultanten als aus jener 
Quelle geflossen wiedergefunden worden ist. 

Jedes (ilied der Discriminante einer binären 
Form des »''■"Grades ist vom Gewicht » (n — I). Das 
entsprechende Gesetz über die Bildung der Resultanten be- 
stimmte, dass das Gewicht eines jeden Gliedes mit dem 
Product der Grade der Gleichungen übereinstimme, auf 
welche sie sich beziehen. Wenn nun das Product der bei- 
den derivierten Gleichungen hier (» — 1)* ist, so ist die Um- 
wandlung dieses Ausdrucks in 

n(n-l) 

sehr einfach darin be.gründct, dass zwmr in der einen derselben, 

nach dem Früheren in = (I , die Indices der Coefficienten 
fix 

mit den Exponenten der entsprechenden Glieder in y über- 
einstimmen, dass sie aber in der anderen diese beständig 
um eine Einheit übersteigen. 
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Anf Grund diem-s GuHPtzos ist für qundriitisidic , cuid- 
sehe und biqnadratisclie Formen das (Towieht jedes Gliedes 
der Diseriniinante 2, 6, 12 resjieetive, wie es der Ueberbliqk 
der bereits gegebenen Ausdrücke derselben zeigt.*) 

^V enu früher gezeigt worden ist, dass jede Form von 
nngeriidem Grade eine Govariante besitzt, die in ihren Co- 
efticienten ebenso wie in ihren VerUnderlichen vom zweiten 
Grade ist, so erkennt man nun, dass jede binäre Form 
ungeraden Grades eine Invariante vom vierten 
Grade haben muss. Sie ist die Discrimiuaute der qua- 
dratischen Covariantc, vom zweiten Grade in den üoefti- 
cienten derselben, also vom vierten in denen der Original- 
form. 

.So ergiebt dieselbe sich für die cubische Form aus deren 
früher gegebener quadratischer Govariante in der Form 

(«ei «« — "i*) ("i "3 — "»*) — ■! («o"3 — "i «*)*• 

Sic ist für die cubische Form zugleich die Discrimi- 
nante selbst; nicht so für andere Fonnen. 

Wenn das Verschwinden der Discriminantc das Vor- 
handensein einer singulären, do])pelten Wurzel 
anzeigt, so kann, analog der bei der Theorie der Ke.sultante 
gefundenen, znr Bestimmung der gemeinschaftliolien ^\'urzüln 
führenden Proportionalität der Differentiale der Besultante, 
ans der Diseriniinante der Form ebenso die Bestimmung 
dieser singulären Wurzel hergideitet werden. 

AVenn die Gleichung u"" Grades 

H = 0 , oder -|-«| 1 / -1- (7, . . . =u 
in 

X 

— = o 

y 

eine doppelte Wurzel hat, so genügt dieselbe ebenso der 
Gleichung 

(''o+*^o)-r" + ("i + *d,)x"-'y-|-... =0, 

wenn nur die Bedingung 


*) Die DiHcriminantc der biquadrntisclion Form, das 
D..,> - 27./,,,*; 

der Entwickelung der Gleichung der Diflforenzonquadrate , zeigt eben 
In dieser Zusammensetzung deutlich das Gesotz, da die (»Hedor von 
und rcspcctivc dio Gewichte \ und 6 hahoti. 
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=0, oder r=:0 

von den Ooidficienten A„, A,, ... erfüllt wird. 

Die Discriininante von 

H ^ * r = 0 

ist .aber durch A’ theilb.ar, denn man kann setzen 
u + kr={x—ay) j gn(x, + A 

lind nach dem Satze, dass die Discriminantc des Products 
zweier Formen die llesiiltante dieser Formen und ihre bei- 
den Discriminanten zu Factoren hat, enthält die Discrimi- 
iiante von (M-t-Ar) den Factor 

I ’!'(«) !' 

und ist wegen 

(jp (o) = 0 

somit durch A’ thcilbar. 

llezeichnet man aber durch D die Discriminantc von 


« = 0 

und durch D* die Discriminante von 
M -|- A r = 0 , 

so muss jene in diese übergehen, wenn man 


respcctive durch 

f/„-|-A,l„, n, -J-A .4, , . . . 

ersetzt, so dass man nach dem Taylor’schen Satze hat 

= + + ... ) + A- (...) etc. 

Wegen der Existenz der singulären Wurzel ist aber 
D = 0 

und nach der eben bewiesenen Theilbarkeit der Discrimi- 
nante D* durch A’ muss auch der Uoefticient von A in dieser 
Entwickelung verschwinden, d. h. man hat zwischen den 
Grössen j 4„, die Relation 

, an , dl) , 


da 


durch Vergleichung derselben mit der ursprünglichen 
/l„n" -|- A, -{-... =0 
entspringt sogleich das Gesetz 

, , dn dt) dl) 

„n . ^-1 . „n-2 ; etc. =: - — — : etc., 

d//, da^ 

welches in Rücksicht darauf, dass 
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n", etc. 

die Werthe der nadi 


, etc. 

genommenen partiellen Differentiale der ursprünglichen — 
etwa mit y" dividierten — F'orm für die singuläre Wurzel a 
sind, sich so aussprechen lässt; Für den Werth einer 
singulären Wurzel sind die Differentiale der ge- 
gebenen Form nach ihren Coefficienten propor- 
tional den Differentialen ihrer Discrirainante 
nach denselben Coefficienten, oder 


/rfu \ /du \ ^ ä/J dl) ^ 

\d«,/a" ^ da„' da,' ^ 

Nach G. Salmon’s Bemerkung kann diese Proportio- 
nalität auch erwiesen werden, indem man die symmetrischen 
Functionen der Wurzeln bildet, welche den Differentialen der 
Discrirainante entsprechen. Man bildet nach Analogie der 
Gleichung 


dD dD da, ^ dD da, ^ 

da, da, da, da, da, 

n Gleichungen und kann , da D, a , , a, etc. sämmtlich in 
Function der Wurzeln der Gleichung bekannt sind, die 
Grössen 


dD dl) 
da, ’ da, ’ 

finden. Man hat beispielsweise 
’j- “»)*(«<— «()’(»«— ot)’ 

"" + («I— «t) !“i— ««) + («i— «j) («1— «<) ! > 

— =£a, {a,— a,f{a,—a,)' (o,— a,)’ i{«,— «,) (a,— o,) 

+ («1— a ,) (“i— «4) + («1— “3) {«.— «4) ! 3 

— Oj)*(a3— «4)*(«4— «t)‘ i("i— “ 3 ) 

+ {a,—a,) [a,— a,) + (o,— a,) (o,— a,] | , 

etc. 

imd erkennt darin das allgemeine Bildungsgesetz sehr leicht. 
Das Product der Quadrate aller o, nicht enthaltenden Wurzcl- 
differenzen ist multipliciert mit der Summe der Producte aller 
Differenzen zwischen a, und (» — 2) der übrigen Wurzeln. 

Unter der Voraussetzung einer doppelten Wurzel, z. B. 
für o, = 0 ,, verschwinden alle Glieder der Summe, dasjenige 
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ausgenommen, in dessen quadratischen Factoren o, nicht 
enthalten ist, d. li. die den einzelnen Dirterentialquotienten 
entsprechenden Summen reducieren sich auf Olieder, welche 
in den durch die Grössen 

1 , o(,, a,*, o,*, . . . 

bestimmten Vorhiiltnissen zu einander stehen. 

Wenn es sich um eine drei- oder mehrfache Wur- 
zel handelt, so führen noch immer analoge Betrachtungen 
zum Ziele, nur muss man wegen des identischen Verschwin- 
dens aller ersten Ditfercntiale der Discriminante von den 
zweiten Differentialen derselben au.sgehen.*) 

Diese Betrachtungen, welche sich an die besondere Na- 
tur der Discriminante als einer Resultante anschliessen, 
lassen sich eben deshalb nicht vollständig und direct auf 
die Invarianten und Covarianten überhaupt übertragen ; aber 
es entspringt aus der Zurückleitung derselben auf die ana- 
logen Gesetze in der Theorie der symmetrischen Functionen 
und der engen Verbindung, welche im Art. 17 zwischen den 
symmetrischen Functionen und den Invarianten und Cova 
rianten nachgewiesen worden ist, die Erwartung, dass in 
Bezug auf den Character solcher allgemeinen Gesetze die 
Discriminante zugleich ein, wenn auch specielles, Beispiel 
der umfassenden für alle Invarianten und Covarianten gül- 
tigen Theorie sein werde. 

In der That bedarf es nur der Wiederholung eines 
ganz ähnlichen Kaisonnements, wie es in Art. 7 zur Be- 
gründung des Gesetzes über das Gewicht der Glieder einer 
symmetrischen Function führte, um den folgenden allge- 
meinen Satz zu beweisen. 

Wenn n der Grad einer gegebenen Function 
und V der Grad einer Invariante derselben in den 
Coefficienten ist, so ist das Gewicht jedes Glie- 
des der Invariante constant und 


♦) Tcber den Ziisammonlinng dieser Retrachtungen mit der Tlieorie 
der Resultante und die Hestimmnug gerneinscdiaftlicher Wurzeln zweier 
Gleichungen, wenn diesclhen in Mehrzahl vorhanden sind, sehe man: 
O. öalmon’s ,,Lossons introductory to the modern higher Algebra“, 
Art, 70, 17. Ich darf vielleicht auf meine demnächst erscheinende deut- 
sche Ausgabe verweisen. 
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Hl' 

’ 2 

Wenn n der Grad eincsr gegebenen Form nnd 
H der Grad einer Covariante derselben in den Ver- 
änderlichen, V aber überdiess der Grad dieser 
Covariante in den Coefl'icienten der Form ist, so 
ist das Gewicht jedes Gliedes derselben, d. h. die 
Summe der Indices seiner Coet't’icienten mit dem 

ihm zugehörigen Exponenten der Unbekannten , 

'j 

CO ns tan t und 

fii’-|-f/ 

— ~'2 

Denn eine Invariante muss ihrem Wesen nach ungeän- 
dert bleiben, wenn man x in px transformiert nnd y unge- 
ändert lässt, — welches einer linearen Substitution von der 
Detenninantc p entspricht; damit diess aber der Fall sei, 
ist aus denselben Gründen, wie in Art. 7 nothwendig, dass 
die Summe der Indices in jedem ihrer Glieder dieselbe ist. 
Den Betrag dieser Summe bestimmt man sodann durch die 
analoge Ueberlegung für die Substitution von der Determi- 
nante — 1 , bei welcher x und y respective in y und x überge- 
führt werden; denn die Wirkung dieser Substitution ist ganz 
dieselbe, als wenn man für jedefn Coefticienten «, den vom 
andern Ende der geordneten Form gleich entfernten / 
substituierte. Darin liegt die Begründung der Relation 

». + <t + »■« + •• • = n — ' 1 + n — ' f + » — 's + • • • , 

d. i. 

womit der Satz, soweit er sich auf Invarianten bezieht, be- 
wiesen ist. 

Man erkennt dar.aus, dass das Product des Grades der 
Form und des Grades der Invariante stets durch 2 theilbar 
ist, dass also z. B. keine Forin von ungeradimi Grade eine 
Invariante von tingeradcm Grade haben kann. 

Das Gesetz erlaubt aber, ganz wie das analoge von 
dem Gewichte einer Resultante oder einer symmetrischen 
Function, den litteralen Thcil der In Variante einer 
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beliobigon gegebenpn Form zu Itestimmen, wenn 
nur die Ordnung der Invariante in den Coei’ticienten be- 
kannt ist. 

Uie qnmlratiscbo Invariante der quadratischen Form muss 
als vom Gewicht 2 die allgemeine Form 
A -f- 

haben; der cuhischen Invariante der biqundratiscl«?n Form nnd 
der hiquadratischen Invariante der cuhischen Fonn, die beide 
vom Gewicht 6 sind, entsprechen die Ausdrücke 
A 0„ U, ff , ß CT,’ -I- C (I, ' «4 4- /> O, /7, (7, -f- F 

^ "3* + ß"<i ffj* + F n„ ff , ff, ff 3 -f W ff I ’ «3 -F F ff ff,* 

respective, etc. Nur die Bestimmung der numerischen Facto- 
ren A, ß, . bleibt zu leisten übrig. 

Was Covarianten betrifft, so müssen sie nacli den Rela- 
tionen zwischen Wurzeln nnd Coefficienten einer binären 
Form ungeänd(Tt bleiben, wenn s in gx und jeder Coeffi- 
eierit der gegebenen Form ff, in p'n, verändert wird ; ist 
somit 

ein Glied der Covariante, so muss die Summe 

'l + »t + »3 + • • • + f* 

bei allen Gliedern dieselbe sein. Und da die Substitution 
von ff-, y für y, r die Covariante ebenso wenig ändern darf, 
so gilt wieder wie vorher die Relation 

+ +g=(n + » — — '! + .•■) 

d. i. 

2(g + 'l+'2+"- ) = »’+>'«, 

welche der Satz ausspricht. 

Man schliesst aus demselben, dass der Grad der Cova- 
riante in den Veränderlichen n und das Product ihres Gra- 
des in den Coefficienten in deti Grad der gegebenen Form 
nv stets zugleich gerade oder ungerade sein müssen. 

Das Gesetz bestimmt vollständig die litterale 
Form einer Covariante, wenn man ihren Grad in den 
Veränderlichen nnd Coefficienten und den Grad der Origi- 
nalform als bekannt voraussetzt. 

Soll man z. B. <Iie Covariante einer biipiadratischen Form 
bilden, welche in den Coefficienten vom zweiten nnd in den 
Veränderlichen vom vierten Grade ist, so hat sie die. Form 
(c„, c,, c,, c„ yy-, 
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die einzelnen Coefficienten sind qnadratische Formen der Co- 
efficienten Ooi “n ° 3 t der gegebenen Form, und ihr litte- 
raler Ausdruck ist nach dem Gesetze vollständig bestimmt. 
Das Gewicht eines jeden (Jliedes der Govariante ist 

2 ’ 

der Coefficiei^t von J* ist daher vom Gewicht 2 in den Coef- 
ficienten der Form, also sein allgemeiner Ausdnick 
/4fl„o, + ßo,’; 

der Coefticient von y* ist dagegen vom (Jewiclit (i und also 
f’o, a,-^-Da*. 

Für die Coefticieiiten von y und xy’ hat man die Ge- 
wichte 3 und 5 respective und die Formen 

fc'a„a,-l-Fa,a, , Ga,a,-\- Ha^Oy 

Endlich ist für den Coefficienten von x’y' das Gewicht = 4 
und seine Form 

A«, « 

Man findet gleicherweise für die drei Glieder der in den 
Coenicienten wie in den Veränderlichen quadratischen Oova- 
riante der Form des siebenten Grades die Zahlen fi, 7 und 8 
für die respectiven Gewichte der Glieder in den Coefficienten 
und daher die allgemeine Form derselben wie folgt: 

>4 o, 4- ß «, Oj-f r o, fl, + ß a,*, £ o I o, + Fa, a, + 6’ a, a^ + // a,*, 

+ Ot + £«ja5 + 4fa,a4. 

Wie sich alles diess an früheren Entwickelungen leicht be- 
stätigt. 

Endlich leiten aber Hetraclitungen derselben Art auch 
zur Bestimmung der numerischen Factoren A,R,C,..., 
welche in die so gewonnenen Amsdrücke eiugelien. Mit der 
Erkenntniss der bezüglichen Gesetze bat man in dem Ge- 
biete der Covarianten und Invarianten das vollständig wie- 
dergewonnen, was in den früheren Artikeln von den sym- 
metrischen Functionen überhaupt nachgewiesen worden ist. 

Wie dort, so ergeben sich auch hier diese allgemeinen 
Gesetze in der Form von partiellen Differentialgleichungen. 

Eine Invariante kann als Function der Uoefficienten 
sich nicht ändern, wenn x in x + ky transformiert wird, 
während y ungeändert bleibt, eine Substitution, welcher der 
Modulus Eins entspricht. Dabei geht die binäre Form 

a„x’’ + iia,x’—'y+"^'^ a, x’— ^ y* -f . . . 
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in die andere 


+ + + 2*a, + Ar*Oo)j:— V + • • • 

über, und man erhält also die Invariante der transformier- 
ten Form aus der der ursprünglichen, wenn man 

> “«) '*j> • • • 

respective durch 

a,+ka^, a,-|-2*o,-|-A*o„, a, + 3ka,+ik*ai + l^a„, ... 
ersetzt; bei dieser Substitution müssen nothwendig die ver- 
schiedenen Potenzen von k verschwinden, wenn der Inva- 
riantencharacter bestätigt sein soll. Die Betrachtung des 
Coefficienten von k liefert die nothwendige Bedingung 


dJ , dJ , dJ , , dJ 

a„- -1-... -|-no,_lv-=0 

da, da, da„ 


°da,' 


oder 


r- = 0, 

0 

wenn man nach dem Taylor 'sehen Satze, wie schon früher, 
die transformierte Form J* aus der ursprünglichen J ab- 
leitet. > 

Ebenso liefert die Transformation von y in (y -f- k'x) bei 
unverändertem x wiederum aus dem Coefficienten von k die 
zweite nothwendige Bedingungsgleichung 




+ »n;j =0, 

«o»— I 


oder 


j =0. 

0 

Da das so bedingte Verschwinden der Coefficienten von 
k, k' das gleichzeitige Verschwinden der Coefficienten aller 
höheren Potenzen dieser unbestimmten Grössen nach sich 
zieht, so sind diese Bedingungsgleichungen nicht nur noth- 
wendig, sondern auch hinreichend für die Characteristik 
der Invariante. Man bemerkt überdiess, dass die eine 
von ihnen aus der anderen entspringt, indem man einfach a,- 
mit Ob_< vertauscht; was erfordert, dass die Invariante in 
Bezug auf die gleichen Potenzen von ® und y symmetrisch 
gebildet sei, oder selbst die Vertauschung von 0{ mit a^— 
gestatte. Schon das Gesetz über das Gewicht der einzelnen 

Fiedler, neuere Geometrie u. Alg-ebr«. 12 
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Glieder erfüllt diese Bedinguiif;;; mit diesem Gesetz genügt 
also eine der beiden ])articllen Difierentialgleiehungen zur 
Characteristik der Invarianten. 

In ähnlielier Weise lassen sieb Differentialglei- 
chungen entwickeln, denen jede Covariante noth- 
wendig genügen muss. Denn nach dem Begrift' der 
Covariante muss die Transformation von x in bei 

ungeändertem y das nämliche Resultat liefern, ob sie in der 
Covariante vollzogen wird, oder ob in der Uriginalform, um 
erst darnach aus dieser die betretfende Covariante zu 
bilden. 

Ist 

, , , , tl (ff 1 ) / « . 

r„x” -|-nc, ^ ^ — 'y' -f . . . 

die gedachte Covariante, und 

«„X" -I- no, x"-*y -f- — ^ n,x"-*y’ -f . . . 

die Originalform, so liefert der Ausdruck der Aequivalenz 
beider bezeichnet(>r Transforraationsergebnisso aus der Co- 
variante unter der Ikunerkung, dass in Folge derselben in 
der Covariante das eine mal x in (x + Ai/), d,as andere mal 
o, , o,, . .. respective in (n.-f *«„), (n, -f 2/fn, -f . . . 

übergeführt werden, die folgenden Bedingungsgleichungen 


, d d d 

(flo — -1-2/7,— + 8«,— -f . . )c, =c„ 


Die andere analoge Transformation liefert die ganz 
gleichwertliigen Bedingungsgleicliungen 
r d xd xd d ”1 

L"“' dT + ^"-')''*da, + • ■ • + d«,_, J 
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+ “b 




C[ — Tj , 
Cj = 2Cj, 


etc., 


welclien jede (Jovarianto ebenfalls genügt. 

Man erkennt sofort, wie diese Differentialglei- 
chungen zur Bcstiiniuung der in den Ausdruck 
einer Covariante eingehenden numerischen Ooef- 
ficienton ganz geeignet sind, welche allein noch durch 
die vorigen Gesetze nnbestinunt gelassen waren. Damit ist 
die Entwickelmig covariauter Functionen ganz analog der 
Entwickelung symmetrischer Functionen vollendet, welche 
in Art. 7 gegeben ist. 

Für die oben geschriebenen Ausdrücke der quadrati- 
schen, cnbischen und biquadratischen Invariante 
der quadratisclien, biquadratischen und cubischen 
Form rcspective 

+ Ba,', 

A a, «, -f- ß -b r « ,• «4 -|- W o I a, u j -F F 

■^«'<‘ 3 + C 11 ^, 1 , öo, Fa, 'ö,* 

liefert die Difl'erentialgleichung der Invarianten 


<U dJ . dJ 
«u — b -"1 . — h • • • + " o.-i -j— 


rcspective die Gleichungen 

2Ba„iii -f-2/fa„a, =0, 

a„( 2 Cn,a 4 -|- l)a,a,) -|- 2o, (y4a„«4-f ßa, a,-F3 Fa,*) -b 3a,(2ßa„a, 
+ ßa, a,)-b4a,(/la„a,-bCo,*) = 0, 
o„(Ca„a,aj-b3Üa,’ej-b2Fa,a,’)-b2a|(3ßa„a,*-bCa„a,o,-b2Fa,’«,) 
-b 3 a, ( 2 /I a„* a, -b 6'a„ a, a, -b ß a,*) = 0 ; 
ans ihnen entspringen die IJedingungsgleichungen unter den 
Goeflicienten und unter- der Voraussetzung 


A=+ 1 


die Werthe derselben wie folgt; 

ß -b .4 =0, d. i. .4 = -b 1, ß = — 1 
oder die quadratische Invariante der quadratischen Form 
“0“« — «1*; 

2C + 2A = 0, ü + 6B + 4A = 0, 

2ß-i-4C = 0, «C-b3ß = 0, d. i. 

/4 = -bl, ß = — 1, C = — I, ß = -b2, F = — 1, 
oder die cubische Invariante der biquadratischen Form 

12 * 
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C+6A=0, SD+iC=0, 2/i-|-nß + 3r— 0, 

4£+3 l)—0, d. i. 

44=*4”1, C= — 6, /2=:-|-4, — 3, ß=-f-4, 

oder die biquadratischc Invariante der cubischcn Form 
•>"oO|«t«s + ‘lo,*a, — 3a,*a,% 

welche als ihre Discriminante schon gefunden ist (p. IIW). 
Ebenso aber hätte die andere die Differentialgleichung 
rf./ , , ^ , . dJ 

die nöthigen Bedingungsgleichungen und durch sie dieselben 
Werthe geliefert. 

Als ein anderes Beispiel kann die Entwickelung der 
quadratischen Invariante einer Form 

(o„, a,, a,, ... a„'^x, y)”, (n = 2*) 
dienen, deren Existenz früher bewiesen wurde und von welcher in 
speciellon Fällen mehrfache Anwendungen schon gemacht wor- 
den sind. Das Gewicht eines jeden Gliedes derselben ist dem 
Grade der Form gleich und ihr litteraler Ausdruck daher 
4<o «n + 44|«,a»_i + 0 ,- 2 + ... +A„ .a„\ 

2 i 

Die Differentialgleichungen der Invarianten liefern, mit der 
Voraussetzung y4j = l , zur Bestimmung der numerischen Coef- 
ficienten A^, A^, . A„ in demselben die Bedingungen 
T 

»a 0,-1 + 2 ^4, a, o_2 + 3^,0, o„_3 + n a,_, o„ = 0 , 

« “i o, + (« - 0 ^1 1 + (" ~2) o, n „_2 + . . . -h y4, n/1 , o„o„ = 0, 
aus denen gleichmässig hervorgeht 

jl,-t-n=0, 2y4, + (” — 1)'^=0, 

3.d,-t-(fi — 2)^4,— 0, 4/44 + (fi — 3).4,=0, etc., 
so dass man erhält 


A,=- 


* 2 2 



2.3 ’ 

n (n — 1 ) (n — 2) (o — 3) 


allgemein 


= (-!)•■ 

2 


fl (n — I) ... (w— f+l) 
1.2.3...» 
»>(n— 1) .. . (I + l) 

2 . 1 . 2 . 3 . . . ^. 


und 
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Man hat somit die schon angegebene allgemeine Form und 
für n = 2, ;i = 4, w = ß, respective die schon früher ge- 

brauchten speciellen Formen dieser quadratischen Invariante 
hier auf Grund der allgemeinen Theorie wieder gefunden. 

Anderseits mögen die erlangten Differential- 
gleichungen der Co Varianten auf die vorher in ihrer 
litteralen Form aufgestellten Covarianten ange- 
wendet werden. 

Die erste derselben war die in den Coefficienten quadra- 
tische in den Veränderlichen biquadratische Covariante der Form 
vierten Grades 

K. G, G. G, y)\ 

WO 

c„ = Aa„n,+ Ba,', 
ic^ — Ea„a, + Fa,a,, 
ß c, = / «„ + Ka,a, + L n,*, 

4 Cj= ty«, ff, -f Wo, <7, , 

Cf = Ca,a,-\- Da,' 

sind und für welche man daher hat 
2 B o„o, -f- 2 .4 o„0| ^0 , 

+ ä Ka,a,=zA (./o„o, -f- B a,'), 

''s + 1 «1 "t + 1 «» + 11 «„«» =il (F o„Oj-t- Fo, fl,), 

fifl„fl, + 2 II a, o, + .1 Wfl,*+ 4 (i «,fl,=2(/«„fl4 + A'fl, a,+ /,fl,’), 

2 Cfl, o, + ß W«, fl,-f-4 C»,fl3=;6'fl| o, + Wfl,flj; 

also 

•4+ß=0, 3F+F=:4, F=— 2, 

A-|-4/=3/i, 3A'+U=3f, G=2/, 

4C + 2W = 2A, ill—il., 2(’=6', 
iC + til) = H, 

oder 

^ = »=-1, (= + 1, W=-l, 

F=-|-2, F=— 2, C=-t-2, M=— 2, 

/ = + !, A'=+2, i= — 3, 
so dass jene Covariante die Gestalt annimmt 

(«,,fl, — fl,') J-* + 2 (o, o, — fl, fl,) + y + (fl„«4 + 2 o, fl, — 3 fl,’) x'y' 

+ 2 (fl , fl 4— fl, fl j) X y* -I- (fl, «4 — fl,*) y , 
wie sic schon bekannt ist. (Man sehe Art. 18 p. 153.) 

Die zweite, die quadratische Covariante der Form des 
siebenten .Grades 

(Gi G. G$a?, 1))*, 

als für welche 

C„ = /fO„fl,+ ßfl,fl5+Cfl,fl4 + /)fl,', 

2c, = I u^a^ + Ka^a, + La,a, + Ma,a,, 
r, = £fl,o,+ Ffl,o, + 6’fl,a, + Wfl,' 
sind, liefert die Bedingungsgleichungen 
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Äa „05 + 2C’fl,«, + flDa,(i, + 4Ca,a, + 6ßer, a 4 + 6^n„ai,= 0, 

/fo„o,-|-2/.«i Os + Sitfo, a, + 4 ,tfa 3 ’-j- 5 A«, 04-|-6 Äa, «j+7 /n„«, 
=2^a„ o, + 2 ßa,Os + 2 Ca, «4 + 2 / 105 *, 
£a„o,+ 2fa,a,+ 3Go,05+8//a,04+5Go,04+CF o,*+7 Ea^ o, 

= /o„o,+ A'a,o, + /, 0,0, + 0,04, 


woraus 

6y« + B=0, ftß + 2C=0, iC+(SD=0, 7/+A'=2/l, 
6A+2/,=2ß, 5/. + 3.tf=2C, ■2l)=4M, E=l, 

TE + 2F=K, ÖF+3C = A, 5C + 8// = ^ 
felgen und 

44=+1, ß=— 6, C=+15, /»=— 10, 

£= + l, F=— ß, G=+15, //=— 10, 

/ = +l, A=— 5, A=+ 0, #=— 5 
sich ergeben, so dass die entwickelte Covariante ist 
(o, o , — 6 o, o, + 15 o, O 4 — 10 o,*) j:* + (o„o, — 5 o, o,+ 0 o, o, — 5 o, O 4 ) x y 

+ (0| o,— 6 o, o,+ 1 5 «3 o,— 10 O4’) y '. 


21 . 


Nach diesen Beispielen ihrer Anwendving kann etwas 
weiter in die Natur dieser wichtigen Gesetze eingegangen 
werden. 


Man hat die Operation 




d 

da„ 


und die andere, gewissermassen compleinentäre, 


<< . / 4 d , , , d , d 

no, — + (n — 1 ) 0 , — + (n — 2 ) 0 , ^- + . . . + o„ 


do„ 


’do. 


d«„_i 


als für die vorhergehenden Entwickelungen characteristisch 
erkannt; sie mögen deshalb abkür/end durch die Symbole 
» und 9* 

respective bezeichnet werden, welche der Function von 
o,,o, ,... vorgesetzt werden, an welcher man sie vollzieht. 

Mit dieser Bezeichnung werden die charactcvistischen 
Differentialgleichungen der Inv.iriante einfach 
9/=0, 9*J = 0, 


und die, welcher die Coefficienten c,- jeder Covariante ge- 
nügen müssen. 


^e(=ir,L_i, 

9*r, = (n — i) c^,. 
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Mit dieser so sehr vereinfachenden Bezeichnung liefert 
zunächst die Differentialgleichung, welcher ein beliebiger 
Coefficient c, der Covarianto genügen muss, 
ff*a= («— 
für 

1 = 0, 1, 2, . . (i,-l) 

die Keihe der spceiellcn Helationen 




f, = - - 0*c,, 

^ II— -1 ” 


Man sieht daraus, dass alle folgenden Coeffi- 
cienten der Covarianto aus ihrem ersten Coeffi- 
cient en auf einfache und gleichförmige Weise 
hervorgellen, so dass sich in der That die Untersuchung 
einer Covarianto. auf die Untersuchung des Coofficienten 
ihres ersten Gliedes — ihre geordnete Gestalt vorausgesetzt 
— reduciert. 

Die cubische Covariaute der cubischen Form 
(f„, c,, c,, c,\t, ;iY, 

in welcher der erste Coefficient c„ das Gewiclit 3 und folglich 
die litteralü Form 

“o*“s + -I- BaY 

hat, dessen numerische Coefficienten A und B sich also nach 
der Uifferentialgleiehung 


«0 (d a„n, -h 3 ß fl,*) + iA a^a,' + 3«„*o, = 0, 
d. i. durch die Bedingungen 

/I -f 3 = 0, 3ß-|-'iyl = 1 
zu 

,4 = — 3, ß = -|-2 
bestimmen, lässt aus diesem ersten 


Digitized by Googk 



184 


Co = «'<•> — 3n„o, «, + 2«i' 
die übrigen Coef'ficienten bestimmen, wie folgt: 

C| |3«i ( 20 o“»— 3niO.) + 2O|(0o,’— 3o„o,) — 3o„n, a,\ 

= »o“i «3 + “i* “t — 2 “o"»’ ; 

Cj = i 1 3 Ol («I «8 — 2o,’) + 2 n, (a„ fl, + 2 ff , a,) + o, (a,*— 4 ff„ ff,) ] 
3=s2fl, fl, ®l ®0^1^8) 

C, = — 3 fl, fl, fl, + 2 ff, (4 ff, fl, — «,’) — o, (2 n, fl, + fl„fl,) 

= 3 fl, fl, o, — 2 fl,* — fl„fl,’. 

Man siebt dabei auch, dass r, aus c, und nicht minder c, 
ans c„ hervorgeht* indem man die Indiens 0, 1, 2, 3 respective 
durch 3, 2, 1, 0 ersetzt und die Vorzeichen zugleich in die ent- 
gegengesetzten verwandelt; und erkennt leicht, dass das ana- 
loge Gesetz allgemein für die von den Endgliedern durch gleich 
viele Glieder getrennten Glieder jeder Covarianto gelten muss. 

Diess ist der Sinn, in welchem man von einem leiten- 
den Oliede jeder Covariante sprechen und sie durch 
dkssclbe characterisieren kann. Der Coefficient dieses leiten- 
den Gliedes ist eine Invariante der Form, d. h. eine sym- 
metrische Function ihrer Wurzeln, woraus abermals die 
durchgreifende Bedeutung der symmetrischen Functionen 
für diese ganze Theorie deutlich begründet erscheint. 

Bezeichnet man nun ferner durch C eine beliebige Co- 
variante der Form u mit den Coefficienten c„, c, , . . ., welche 
Functionen der Coefficienten der Form n, , . . . sind, so 
kann man schreiben 


ITll! (iC dij 

doj ric^ da, de, d«, "^ ' ’ ’ ^ dej dat’ 


und erhält 




" dr 

— ^ j • G , 

II «c 


und ebenso 




" dC ^ 

0 de,- 


Da nun aber 


dC_n( a-i).. .(„-,+ 1 ) 
de, 1.2.3...» " 
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ist, so entspringen aus den vorigen Differentialgleichungen der 
Coefficicnten der Covariante die auf die Covariaute selbst 
bezüglichen 

. "n(n — !)...(« — i + l) . 

. , ^ a (u — 1) . . . (n — 1 -|- l) . . 

9* t = 2, ^ - c,+, x"-' y' , 

0 1 . ^ I 

Or = y~, 9*C = x'^. 
dx dy 

Man erhält aus ihnen die Differentialgleichungen der 
Invarianten 


9J=0, 0*7 = 0 

wieder, als die von Functionen der Coefficicnten allein, deren 
Differentiale nach x und y somit identisch verschwinden. 

Diess sind die Differentialgleichungen der Co- 
varianten, welche Cayley im 47. Bande des Journals 
von Grelle zuerst gegeben und auf deren Existenz er 
später den Ausbau der Theorie der Invarianten und Co- 
varianten gegründet hat, der in seinen „Memoirs upon Quan- 
tics"*) vorliegt. 

Man kann ohne Schwierigkeit zeigen, dass jede Func- 
tion vom entsprechenden Grade in den Veränder- 
lichen und Coeff icienten, welche den Differential- 
gleichungen der Covariante genügt, selbst eine 
Covariante sein muss, so dass diese Gleichungen 
ebenso hinreichend als nothwendig zur Characte- 
ristik der Covarianten sind.**) 

Ist durch (f eine Function der Cocfficienten o,, o, , . . . a„ 
und der Veränderlichen x,y einer Form u bezeichnet, welche 
jenen Differentialgleichungen genügt, so nenne man <J> die 
Function der Coefficicnten A^, A, , A,, . . . , imd der Ver- 

änderlichen X, Y , welche durch die lineare Substitution 
x = ßX+yY, y = ß^X+yY 


*) Die „Memoire npon Qiiantics“ sind enthalten in den „Philoso- 
pbical Tranaactions“ 1864 — 1859; und awar Vol. 144, p. 245— 258; Vol. 
146, p. 101-126; Vol. 146, p, 627 - 647; Vol. 148, p. 41.5-460; Vol. 149, 
p. 61-90. 

**) Vergl. Brioschi, ,,Annali di Matemat. da Tortolini“, 1. 1, (1858.) 
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daraus hcrvorgelit, und man hat 


0 


fl 0 
fTii 


tl0 

d\’ 


» 


0 


(n— 


tl0 

fiAi 


(10 

dV 


Da abnr A^, die Coefficienten sind, welche die 

ursprüngliche Form u durch die Transformation erhält, so 
erhält man wie in Artikel 18 und nach dem Taylor’ sehen 
Satze allgemein 

j. 1 f d<p ,dq>Y 

' n(n — l) . . . (n — j+l)\^df( ^ d^J 

oder auch 




n(n-l)...(. + l) 


j(4r+^i-r' 


Wenn man durch B und ß’ die Operationen 

und I3— + Ö'— , 

' d^^^ d^ ^ dy^^ dy 

symbolisch bezeichnet, so ist 

ß (Ai) = i und ß'(Ai) = (ii — i) /l,+i . 

Aus den Uelationen 


(ßy'—ß^y)X-yx—^y, (ßy-ß^y) Y = ßy-yx 

folgt 

ö(.i)=-y, ö'(-')= 0- 

ö(y)= 0, 0'(r)=-.v. 

Bezeichnen sodann 


/d0\ /d®\ /d0\ 

\dßj’ \d^J’ \dß'J’ [dy'J 

die Derivierten von 0 nach ß, y, ß', y, so hat man 



so dass wegen 

e (yl,) = «• ^,^1 , 0 '(^|) = (« — 0 ^.+1 

die vorausgesetzten Gleichungen 


I^iiAi 

0 

in die neuen 


d0 

dJi"^ 


d0 

d.r 


" d0 

^(u-i)Ai^,— 


d0 
d J - 
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im 


[ 1 . 

L 0 


dO dAi 
dA] dß 


+ 


(§] 


+/ 


■[i 


d(p dAi 
d Ai d^ ■ 


= 0 


übergehen. Nun sind 

e(<p) = o, ©'(®) = o 

luad aus 

,d’d> 


ö . 0' 


’'W=ß(: 


d*d> 


, 

^dßdy~^^ dydß^'^dßj 
, d'O . ,d«<b . dd>\ 

V dß d/ ■*■ ^ d^dy ’^ds)' 


dß^dy ' d/3'. 
d»® 

■'"dy/ 


folgt 


»'■^W = y{ßmß + ^äy'^ß 

+ l^dyd^ + P Vd^ + d77 


0.0'(®)-0'.0(®) = |5^-| + /^-/^-/J4 = «. 

Da nun A„, A,, . . . homogene Functionen von gleichem 
Grade in ß, y, /?', y sind, so hat man 

„dAi dAi ^ dAi ,dAi 

^d^+^d7+PdJ' + M/="^'- 

und findet nach den oben für .V, Y gegebenen Wcrthcn 

:-.r, 


und daraus 


^d.V , dX „dX ^ ,dX 
^dß^^d^-^^d-^^TfTy'- 
dY dY dY .dY 
^d^ + J'd7 + '*^d^ + >'d7 = ' 




/ d® , ,,d®\ 
dx~^ ^ dY)~ 


d^J 


Kdy. 


wenn man durch «' den Grad der Function ® oder q>, deren 
Covarianten- Natur zu erweisen ist, in den Veränderlichen 
bezeichnet. 

In Folge dessen ist auch 

„d®, d® „,d®.,d® ".rf® 

^d^+^dy+^ d(?+J'y="f ^-d77“”'^ 

= (ny — ii')® = 2f»®. 
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Wogfii dur vorlier bcwioBonen (iloichunp 
, rf d> d(t> ,d<t> 


^dß+^ 


^ d y d y 


= 0 


, ^,f /0 ^ 


ergiebt sich daraus die Gültigkeit der beiden Relationen 

d(t> , ,d(D 
y . - + y = 

dy »y 

Ihre Integration unter Berücksicbtigiuig einer der bei- 
den Gleichungen 

e(<P) = 0, Ö'CI>) = 0 

liefert 


® = 7/— ^y)" • 

wo K eine bezüglich der ß, y, y constante Function von 
n,, . . . j-, y ist. Um die Form derselben zu bestim- 

men, setzt man 

jj=y'=l, y = /3'=0, 

wodurch die A^, X, V zu den o„, n, , . . . x, y werden, 

und man erkennt, dass 

A =<yK, a, a„, X, y) 

ist, so dass man durch Substitution in die Integralgleichung 
die definierende Relation der Covarianten 


{ßy-ß^yr<p{^,y) = (I>(X,Y) 

wieder erhält. 

Es ist ferner von AVichtigkeit, auch hier die Cova- 
rianten und Invarianten als Functi onen der Wur- 
zeln o, On der Origin algleichungzu betrach- 
ten und die characteristischen Differentialglei- 
chungen derselben aus diesen herzuleiten. 

Ist 

(«„, a„$x, y)" = n„(x — a,y) (x — a,y) . . . (x — «,y), 

SO sei 

B _ " — 1 ) (" — •!) • • • (» — J + I) 

^ _ 1.2.3.../ 

und man hat 

Bj ^ J“i+ . . . -|-ß|«l ®o 


•) — int die Summe der Producte von je J Wurzeln der Gleichnnn' 
und kann daher betrachtet worden aU dio Summe aus dem Product 
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und nach den Newton’sclum Formeln über die Summen 
gleicher Potenzen 

" daj " doj 

■£. , —JOj, 

1 dui ^ , do, 


af ^^ = {n —j) aj+f + aj s, . 

Ist nun f eine beliebige Function von und 

somit von a,, a,, ... a„, so ist darnach 
y ‘‘r _ df 

, da. Z •' doj 

” dr * df 

^,a. /--= 

1 deti j dfij 

" df " df " df 

f d"^ = * da/ + f (”-'■> da/’ 

als die Gruppe der Transforinationsformeln. 

Wenn spcciell f ein Coefficient c,- der Covariante 

{<-0. Ct. <•..•• • c\x>yY 

der Form u ist, so geht die allgemeine ÜiÖerentialgleichung 
d.c, = »c,_, 


" dci 


über; man hat zugleich 

" ,dci - de. I/' \ 


1 «a-j- 

und also für 1 = 0 
wie bekannt. 


a„s, 4 na, =0, 


einer beliebigen Wurzel a, mit der 8ummt^ der Prodacte von je (J— 1) 
übrigen Wurzeln und der Summe der Producte von je J der Übrigen 
Wurzeln. Die DifTerentiation nach a, liUMt dienen zweiten Tbeil ver- 
nch winden f so dass 

dftj 1 
da, flo 

als die Summe der Prodacte von je (J— 1) der übrigen Wurzeln der 
Gleichung f d. h. als der Coefticient von in der Entwickelung 


von 


u(o) 

«0 


»ich erweist, wie e» die Reiation im Texte fordert. 
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Man hat auch 


de, 


= ve„ 

wenn v den Grad des Coef'ficienten c,- in den Coefficienten 
der Originalform bezeichnet, also 

** (i C ‘ 

Zj etj' -- = VS, Ci 4- (n — () r,+i , 

1 OOj 

"J J - = 4 (2 » 4- n V — »') O, 

i' d«j 

so dass 

4 (2* 4- «V — «') 

der Grad des Coefficümttm c,- in den Wurzeln der Gleichung 
ist. Daraus folgt, dass c„ vom Grade ist und der 

Gleichung 


df„ 


-“=0 
I äaj 

genügt. 

Nach dein Vorhergehenden erhält man endlich für eine 
Covariante C die allgemeinen Cayley’schen Gleichungen 
unter denselben Voraussetzungen in der Form 
- dC , dC 

" ,dC dC 


dy 


aus diesen aber wieder für eine Invariante J die specielleren 
ent-sprechenden 

" dd " dJ nv 

£i = 0, 2L ff; — = — J. 


detj 


Die Invariante ist also eine Function vom Grade 

fl V 

— in den Wurzeln, in welcher keine der Wurzeln einen 

Exponenten hat, welcher v übersteigt, und sie erfüllt über- 
diess die Gleichung 

" dJ 
— = 0 , 
i doj 

so dass sie nothwendig eine Function der Wurzel- 
differenzen sein muss. Offenbar gilt das Näm- 
liche von dem Coefficienten c„ jeder Covariante; 
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er ist eine Function clor Wurzeln vom Grade — in 

2 ’ 

welcher keine Wurzel mit oineui höheren als dem Exponen- 
ten V behaftet ist, und muss die Differentialgleichung 


bewähren, d. h. eine Function der Wurzeldifferenzcn sein. 
Wenn diess auch früher schon auf ganz anderem Wege er- 
kannt war, so ist doch von hoher Wiclitigkcit, den Nach- 
weis derselben Wahrheit auf cbmi Jetzt eiugeschlagenen zu 
führen.*) Denn es ist diese Seite ihrer Natur, durchweiche 
die Invarianten und Covariiinten in der ’J’heorie der alge- 
braischen Gleichungen eine so durchgreifende Wichtigkeit 
erlangen, wie sie ihnen nach allen neueren Untersuchungen 
zukommt.**) 

Wie die Entwickelungcu dieser Artikel von den allge- 
meinen Eigenschaften der luvaiianten und Covariunten an 


**) Man verdankt ihn Hrioachi und am a. O. eine Anwen- 

dung auf die allgemeine Gleichung der Quadrate der Differenzen der 
Wurzeln vergleichen. 

**) An dieser Stelle möchten die weiteren Ausführungen am Platze 
sein, welche der Satz, dass die symmetrischen Functionen der 
Wurzeln die Quelle aller Covnrianten der binilron Formen 
aller Grade sind, durch neuere Untersuchungen erfahren hat. Wir 
müssen vorziehen, besonders auf diejenigen Entwickelungen zu ver- 
weisen, welche M. Roberts iienesteus gegeben bat. ,,QuarterIy Jour- 
nal of pure and appl. Mathem,“ No. XIII, p. 57 — 65, No. XIV, p. lÖÖ — 178. 
,,Annali diMatematica“ etc. daTortoliiii. VoI.III, p. 172 — 178, p. 340 — 344. 
Vol. IV, p. 50-51. 

Sic stützen sich vor Allem auf die Natur des Operatioussymbols ^ 
und des allgemeineren Op, al.s welches die successive proaligc Wieder- 
holung der Operation 0 an derselben Function von «q, /I|, . . • be- 
zeichnet; der Vollzug der von jenen geforderten Operationen wirkt in 
den Indices der ebenso wie der der Differentiation in den Exponen- 
ten und man bat 

.ij)m =(-!)'’ m(m-l) . . . (m-p+1) gi^, 

wenn 

= • • • (“.-t-“»)’ 

ist, dieselbe symmetri.scho Function, welche früher so einfach zur 
Bestimmung einer doppelten Wurzel führte. Die Betrachtungen, welche 
sich daran knüpfen, führen von allen Seiten auf die Determinante der 
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die Discrinilnaiiten, iiiHofem Hie zugleich Hegultanten und 
sehr einfache symmetrische Functionen sind, anknüpften, 
so mögen sie auch zweckmässig mit einer Untersuchung 


Sumuen gleicher l^otenseu Kiirück» und dadarch auf da» Stürmische 
Theorem und so vieles Andere , was hier entscheidend war. Man hat 


qPo = V« 


und findet 


^*«-i 


^ . 9>« = 

und erkennt zudem leicht, dass durch die Substitution von statt 
Hi die Function (pm in die analoge Function 9 «.— i-,« übergeführt wird 
Man geht dadurch von dem bekannten Ausdruck von tpo in den Coefti- 
cienten der Form zuerst zu Uber und von ihm durch DiffereDtiatioii 

nach einander zu fptn-it etc. Für die Formen des 3. und 4. Grades 
bat man 


9 ,= 18 (n, - I 8J,.„ 

9^ = 10' (Oj* ri, rtj + 1 4 nj«, a, fl| + 0 Ol* n,* — flo a,* a. — 8 a,” a, — 3 a,* a,’ 

und analoge einfache Ausdrücke für die übrigen Formen q>. Ist dann 
/' eine homogene Function der Grössen 9 ^, (p^^ 9 y, . . so Ist sic auch 
eine Function der Differenzen der Wurzeln der gegebenen Gleichung, 
wenn die Bedingung 


erTüllt wird; eine solche Function ist zugleich von constantem auch 
bei der Veränderung von oq, r(| , . . . «z, , . . . in »n— t * . • • o «— 1 > • • • 

bleibendem Gewicht und daher eine Invariante der gegebenen Form. 
Und allgemein ist die Form 

(»o. fn Ti®. 

eine Covariante der Form 


(a,, a,. . . . ein\jc.y)\ 

Die Stvrm* 8 cbea C'uustanten sind Quellen von Covariaiiten und es 
eotapriebt z. H. der oinfaebsten unter ihnen 



die Hesae'sebe Determinante 

1 

dx* ’ rfx du 

\ ^ 

I dxdy' dy* 
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über dieselben >>elilie».sen ; e» soll gezeigt werden, wie sich 
die allgemeinen Differentialgleichungen der In- 
varianten für diese specielle symmetrische Ge- 
stalt der Function der Wurzeldifferenzen, welche 
man Discriminante nennt, gestalten. 

Natürlich genügt die Discriminante der allgemeinen Dif- 
fenmtialgleiehung der Invarianten 

= t)*y= 0 ;*) 

aber in ihrem speciellen Falle gehören diese Letzteren selbst 
einer ganzen Gruppe von Differentialgleichungen als einzelne 
Glieder an. Die zu diesem Nachweis nüthigen Betrachtun- 
gen schliessen sich an die letzt vorhergehenden Untersuchun- 
gen und Bezeichnungen au. 

Sei 


— fj.m — ttl) Bi — ) U,'.. I .f. . 1 

I 

— (” — j “ I) ßm-l «OT— I ®>-1 1 

SO gilt die Ghdehung 

äfJm, da.- 

dcc]""'” ’- 

Ist nun f eine beliebige Function der Ooefficienten 
o„, a, , . . . und sind a, , o, , . . . die Wurzeln der betrach- 
teten tlleichung «(a-, l) = f», so hat man wegen 
iL 4- I <t<‘n _är 

f/a, r/o, dajda, da^da^ da, 

L. ^ ' i. iL 

B, "'da, ß, "*da, ""da„ ""7'da.d«, 

Ist aber f speciell die Discriminante der entsprechen- 
den homogenen Form, so dass 

/•=i> = a„’<"-'l (■», — «,)’. . . a,)* 

ist, so wird 

. Vdx'A 


j.da-df **) 


dl) 

f/ J. 




1 ^— ^ ' 
\dx/i 


*) Wie man mitteUt (derselben die Discriminanten der Formen von 
höheren Graden sncceaHiv ans der eines niederen Grades berechnen 
knnn, hat Cayley {fezeijjt im -17. Hile. von Crelle's .Tourna]« p 12«^. 

Es hat Interesse , lur f z. It. eine beUebit^e Wurzel der Glei- 
chung a, SU wühlen. 

( ivUler, neuert^ G«H>iiielne u. Algctirs. 13 
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wenn der Index i den durch Substitution der Wurzel n, statt 

X in den eingeschlossenen Differentialquotienten erhaltenen 

Werth bezeichnet. 

Mittelst . . , 

Ino, 


Bjdoj /du 
\dx 




folgt sodann 

/ Nr./ • do, . n-'i do, . (n-2)(«-3) da, 

\B,“<‘d7,-^ B,"'d,7,-^ I .2ß. ■ ST. • 
1 da, \ 

+ T“^-^dZ) 


und daraus durch 


und somit 


"da.do, " da-da, 

X, — * - = 0, A, - — 1 

1 itatda„ i' da, da„ 


ff dfj d fy 

— Xi — “ =(n— »1-1-2) (n—m + l) 

1 oo,- no,- 

bei der auszufiilirenden Substitution in 

1 dfl 1 dD I dO _ - da„dü 

«1 Ort, ß, da, da„ i rfo, oo, 

die Gleichung 

"1 dO 

— — (» — m-l-l) 

in welcher m die Werthe 1 , 2 , .3 , . . . » erhalten kann. 

Für »1 = 1 erhält man specicll 
"1 dD ", ^ß._, dD -.HD 

die eine der bekannten Differentialgleichungen der In- 
Tariantcn. 

Für »1 = 2,3,...» hat Brioschi*) die vereinfachte 
Form gegeben 

" 1 dD 

= («— m + 1) B„_ia„.-iD, 

1 “j UOj 

in welcher 

m 

Bmj = {J +^1 * — 2i) ß,_t Oi_i 

gesetzt ist. 

*) „Annnli di Mntciuat. da Turtolini“, t. II, (I8Ö0) p. 83. 
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Diese Formel sei*J angewenJet auf die Untersuchung 
des gegenseitigen Zusammenhanges zwischen den 
Invarianten J.^t und des vierten und achten Gra- 
des oder Form vom fünften Grade. 

(a„, n,, . . . a^\x,yf. 

Man setze 


i «|03 + 3«2') = 2 I, «„Oj — 3o„a4-f 2a,a, = ß, 
2 («i«s— 4a,(i4-f3«,*) =C, 


ferner 


— 6x = a„C — 2(1, — Oft = o,C — 2«, ß-t-u^/l, 

— 01 = (7, C — 2/7, ß + o,/4, — dv=:a,C — 2otB -\-a^A , 
so hat man 

Jy, = AC-n‘, J,.,=9j/l(lv-f.')+ß(lj7-Xv) + C(Kf.-l’)|. 

Man erhält sodann durch Anwendung der vorgenannten 
allgemeinen Gleichung auf diese Invarianten die Relationen 

^ ß4,7^‘ = 30a,J,.4 + 48(/l^-2ßl-t-C*), 

I IJj U fjfj 

5 1 W I 

^7 77 ft-2 ÖH-Cx). 

1 a Oj 

Setzt man aber die Discriminante der binären Form fünf- 
ten Grades 


was nach den Gesetzen über Grad und Gewicht aller drei In- 
varianten jedenfalls statthaft is^ so findet man durch Anwen- 
dung derselben allgemeinen Gleichung 
5 1 dß 

n = A/„)+(/I^-2ßA+C*)(9«+|A); 

und da nach der allgemeinen Formel selbst das letzte Glied 
der rechten Seite dieses Ausdrucks identisch verschwinden muss, 
nothwendig 


flj — 128 / 5 ^. 

Die entwickelte Gestalt dieser Invarianten und der Dis- 
criminante würde die Entdeckung dieser Relation sehr er- 
schweren. 


*) Briosclii a, a. O. 


13 * 
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III. Kapitel. 

Die binären Formen des dritten und vierten Grades 
und die neuere Geometrie, .sammt den Elementen 
der Theorie metrischer Relationen. 


22 . 

Es bleibt endlich noch Ubri^, die An-wendungen des 
Vorhergehenden auf die Formen des dritten und vierten 
Grades zu machen, respective zusanimenzustellen , und den 
Gewinn oder den Anthcil darin aufzuweisen , den dieselben 
für die Grundvorstellungen der neueren Geometrie ergeben.*) 
Zunächst für die cubische Form 

("o. "i. 

als welche durch die der Unbekannten y gegebenen spe- 

ciellen Werthe a,, n,, o, auf Null re<luciert wird, so dass 
man hat 

K. « 1 . ®f. «sl*. yy = 0 = a„(x—tt,y) (^x—a,y) (x — a,y). 

Im 17. Artikel ist die Ableitung ihrer Invariante 
vierten Grades oder ihrer Discriminante 

— 6a„o, n,(ij + + 4n,*«, — 3a,*a,’ 

angedeutet worden;**) dieselbe ist zugleich auch die Uis- 
criminante der quadratischen Oovariante der cubischen Form, 


•) Man vergleiche Cayley, „Fifth Memoir upon Quantics/* ,, Philo». 
Traniact.*^, 1858, Vol. 148, p. 441 f. , tvelchem hier grnsflcnthcil» ge* 
folgt ist. 

**) AU die letzte der Sturin'schen Kutictioneu für die cubische 
Form steht sie im Art. 12. 
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d. i. der Hesse’schen rovariante derselben; als solche er- 
hält sie nach Artikel IS die Form 

{a„a, — n, «,)* — 4 (a„a, — n,*) («, «, — o,‘). 

In Gliedern der Wurzeln ist sie 

Z t 

Ihr identisches A’ersehwindcn bezeichnet das Zusammen- 
fällen zweier Elemente des durch die Form selbst bei ihrer 
Gleichsetzung mit Null dargeatellten geometrischen Gebildes. 
Die Hesse 'sehe (-'ovariantc selbst ward in der Form 
(ii„a, — «,') .1* -F (a„a, — a, a,) x y -f- (o, o, — a,’) y* 
an dem bezeichneten Orte gegeben und ist in ihrer Deter- 
minantenl'orm als durch das Symbol 

d' j 
dx' ' dx du 
rf‘ rf‘ 

dx d y' dy* 
aus der ( Iriginalt'onn entspringend , 

_ ("o-r + ni.v), + I 
(a,x + a,y), (a,x + a,y) I ’ 
oder durch leichte Umfonmmgen 

S’, « 0 , «I • ! — «f , «» ! 

= —ry, fl,, a, =j xy, o,, a, . 

«t, fl 3 I "o, (I, I 

Von da gelangt man zu ihrem Ausdruck in Function 
der W'urzeln nach den vicltäch im Vorigen dargestellten 
allgemeinen Zusammenhängen; man hat diesen Ausdruck 
entweder 

= — ^ ! (a- - «I («, - »j)* + (a- - 0| (o. - «I )’ + (a: - a. y)* («I - «t)' I 

1 O 

oder 

O * 

= ^ K-r— “!.'/) (•>•• — “«») (“t — Oj)(o»— “i) 

+ (a— “«») (ic — «s») (“> — “0 (“i — “») 

d- (a— «, y ) (a- — y) (o, — a,) (o, — a,) 1 

ft * 

= o,y) (-r— «.y) (“t— “3) (“s— “|)> 
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überpinntinimPiKl mit den alljromeineit Typt'n der Covarinn- 
tcn, wekdie im Artikel 17 pegehen worden sind. 

Ihre geometrische Bedentung wird am besten durch 
gleichzeitige Betrachtung der cubischen Covariante der 
CU bi sehen Form erkannt, 

(«o*“s + 2 a,’ — 3 « 0 «! «i) + 3 («u«, «,+ rt,’ «, — 2 u„ «,’) j’»/ 

+ 3(2n,’ff, — 0|0,* — «„n,o,)xi^ 

+ (3 «I ", «3 — 2 »,"—«„«,*) </■ 

Man kann sic in der Form 

I («0 « 3 — o . + 2 ( «I » i («„ j ’ + 2 n , .1- (/ + «. ff*) 

— I ("o " 3 — « I "«) ff + 2 (« 0 " 1 *) j («, X* + 2 n, X s/ + rt , j^') 
sclireiben, in wedcher sie als die aus der cubischen Form 
\ind ihrer quadratischen Covariante abgeleitete Jacobi’sche 
Determinante erkannt wird. (Art. 18, p. 148.) Der Cha- 
racter dieser Letzteren und das Vorige führen zur Ent- 
deckung ihre.s Ausdnicks in Function der Wurzeln der Ori- 
ginalglcichung; sie ist 
a * 

= t(*— “iff) («t — “3) — (-f— “sff.) (“3— “i)J 

{(x — a,ff) (or,— «,) — (x — ot,,v) 

j(.r— t»,y) («, — «,) — (x — a, y) («, — «j)I 

Q * 

= — K^ — «iff)’ «jff) (« 3 — 0|) («3 — “!) 

+ (•« — «fff)’ — « 3 .V) («1 — Of) (“t— «3) 

+ (x— o,ff)* {x — a,y) («, — «s) («, — «,)! 

= —«(,’ 1(2«, — ct,— ff,). r-f (2 — 0,-0, o,)//| 

|(2n, — a, — a,)x + (2o,o, — ct, «, — o, «,);/! 

t (2 «3 — «1 — «t) J- ■ + (2 «, «, — «1 «, — «3 «, ) ff 1 . 

Zur ferneren Bestätigung dient die folgende Betrach- 
tung: Unter der Voraussetzung 

«0=«3 = 07 «,=«,= 1 

geht die cubischo Form in die Gestalt 

3x’ff + 3xff‘ = .1xff (x + v) 

über, d. h. sie repräsentiert, geometrisch gesprochen, die 
coexistierenden Elemente 

X = 0, ff = (), X-|-ff = 0. 

Unter denselben Voraussetzungen wird aber die cubische 
Covariante 

2x’ -f- 3x’ff — 3xy’ — 2 ff* 
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oder 

i^ — S) + 2'/’)- 

Sie stellt also drei Elemente dar, deren eines 
x — ij = 0 

als das vierte harmonische zu den drei durch die Gleich- 
setzung der cubischen Form mit Null bestimmten erscheint. 
Da nun jede cubische Form durih lineare Substitution auf 
die vorbezeichnete redncierte ( jcstalt gebracht werden kann, 
— wie schon aus der Zählung der in ihr implicite ent- 
haltenen Constanten hervorgeht — und die harmonische Re- 
lation durch lineare Transformation nicht gestört wird, so 
muss die nämliche Hezieluiug der linearen Factoren der cu- 
bischen Covariantc zu den linearen Factoren der cubischen 
Form auch im Allgemeinen statttinden. 

Nach den Ergebnissen des 2. Artikels ist das dem 
Element 

3- — nr, 3 f = 0 

in Bezug auf die beiden anderen Elemente 
x — a,yz=0, X — (K,y = 0 
harmonisch conjugiertc Element durch 

(2o, — a, — rt,)x -f (2 <k,(k, — o,a, — o, a,)y=i|0 
repräsentiert; denn für die hypothetische Darstellung des- 
selben durch 


X — ay = 0 

hat man die Relation der harmonischen Theilung in der Ge- 
stalt 


1 ^ 

Oi — a «I — er, — a, 

d. i. 

2a,— a, — o, 

Man erhält daraus direct die oben zuletzt gegebene 
Darstellung der cubischen Covariantc aus ihren linearen 
Factoren. 

Die cubische Covariantc einer cubischen Form 
repräsentiert somit die drei Elemente, von denen 
jedes zu einem Elemente der Form in Bezug auf 
die beiden anderen Elemente derselben conjugiert 
harmonisch ist 
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UebprdieRs aber bilden die Elemente der eu- 
bisehen Form und die ihrer cubischen Covariante 
eine Involution von sechs Elementen, für vrelche 
die von der quadratischen ('o Variante bestimm- 
ten Elemente die doppelten oder sich selbst con- 
jugierten Elemente sind. 

Schon die iin Vorigen gegebene Detfu-minantentorm 

y \ «0. "i 
I — xy, ti,, a, 

I A «t. «3 

der quadratischen Covariante bezeichnet deutlich die ihr hier 
zugesprochene Bedeutung, wenn man sich an die entspre- 
chenden Entwickelungen des Artikels 3 erinnert; aber die- 
selbe kann durch sehr einfache Betrachtungen auch direct 
erwiesen werden. 

Was zunächst die Involution jener sechs Elemente be- 
trifft, so erfüllen ihre Gleichungen die Bedingung, nach 
welcher die involutorische Belation durch das identische 
Verschwinden der Summe derselben, nachdem sie wo nöthig 
mit willkürlichen Constanten multipliciort sind, angezeigt 
wird; denn man erhält die Ausdrücke der drei involutori- 
schen Elementenpaare durch Zusaiumensetzuug der cnt.spre- 
chenden Factoren der cubischen Form und ihrer cubischen 
Covariante wie folgt: 

I (2 o, — a, — Cf,) J- + (2 a,a, — a,ai—tt,a,)i/\{x — u, ;/) , 
j( 2 o, — otj — a, )ar-l-( 2 «, Cf, — B, Cf, — 0,03)1/ — 

I (2 O3 — o, — o,) X -f (2 o, o, — o, o, — o, o, ) y ' (r — o, 1 / ) , 
oder durch bhitwickelung 

(2 Of, — o, — o,) X* -h 2 (o, o, — Cf,*) X jf -t- (cf I* Cf, -f o,* o, — 2 Cf, o, cf, ) </', 
(2 o, — o, — o,) X* -h 2 (c, o, — o,’) xy -b (o,* o, -f o,* o, — 2 o, o, o,) y% 
(2 o, — o, — o,) x’ -t- 2 (o, o, — o,’) xy + (o,’ o, + o,* o, — 2 o, o, o,) y’. 

Diese Ausdrücke geben aber, rcspeetive mit 

(o, — 03), (o, — o,), (o,— o,) 

multipliciert, Null zur Summe. 

Und die quadratische Covariante repräsentiert 
die sich selbst coiij ugierten Elemente dieser In- 
volution, weil sie auf jedes der durch die ents preschenden 
Gleichungen dargestellten Elementenpaare harmonisch be- 
zogen ist. Denn man kann, um den Beweis für das erste 
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derselben zu führen, den entsprechenden Ausdruck in der 
Form 


|3o,— (a,+o, + i»,l! j-’+2{a, o, + n,o,+ OjO, — n, (o, + n,+ o,)| xy 
d-jo, («,(«, + n,c<3 + n, 0|) — 3 «,«, 

schreiben, au» welchen »ich nach den Relationen zwischen 
den Wurzeln und < ’oefticienten der cubischen Gleichung 
crgiebt 


/ 3 ( 1 , \ . / 3 «, 3 ( 7 , \ / 3 ( 7 , 3 ( 7 , \ , 

(3a, + ^ -Jo, ).cj/ + (— * + —•«, )y* 

\ (7/ V fl„ (7„ / \ (7„ 0„ / 


oder 


( «„«, + "| ) -r’ + ■■< («7 + «I «I ) X y + («3 + "7 “l ,) .'/* 7 

ein Ausdruck, dessen harmonische Beziehung zur quadrati- 
schen Covariante 


(7,„(7.-(,,')x‘ + 2"“^^*X,,/-K(7,(7,-(7.')y« 


offenbar ist, weil man hat 

((7„0,-|-0,)^(7, (7,-0, ’ )-f-((/„77, -(/,’) ((7,-t- (7,0, ) = (a,+ (7, O, ) ((7„ (7,-(7,0,’l. 

Und das Nämliche ergiebt sich für die beiden anderen Ele- 
inentenpaare der Involution. 

Die fundamentalen Covarianten der cubischen Form 
sind so iin genauesten Zusammenhang mit den Gnindlagen 
der neiiorcn Geometrie erkannt; sie bilden den analytisch 
vollkommenen und nothwendigen Ausdruck dessen, was von 
jenen hier oinschlägt. Die folgende Betrachtung, die sich 
-wiedec zugleich zur Discriminante wendet, wird diess noch 
vervollständigen, und zeigt überdies» den Zusammenhang 
zwischen diesen Grundlagen und der Theorie der algebrai- 
schen Gleichungen. 

Die cubische Gleichung hat zwei gleiche Wurzeln, d. h. 
sie ist in der Form 


"0 (^—«1 (J’— 03 1 /,) = f 

darstellbar, wenn die Discriminante den Werth NiUl hat; 
alsdann ist die quadratische Covariante 

und die cubische Covariante 
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Man sieht, die quadratische und die cubische Covariante 
der Form dritten («riides sind dann vollkommene Potenzen 
linearer Factoren, sie stellen ein respective als doppelt und 
als dreifach anznsehendes Element dar, welches zugleich 
mit dem der doppelten ^Vurzel der Form selbst entsprechen- 
den identisch ist. 

Süllen alle drei Wurzeln der cubischen (ileichung ein- 
ander gleich sein, so werden ausser der Discriminante auch 
noch die beiden Covarianten mit Null identisch; denn diess 
entspricht dem Falle n, = «, in den letzten Ansdrucken. 

Man erkennt endlich in diesen Zusammenhängen die 
Folgen einer zwischen der cubischen Form, ihren 
beiden respective quadratischen und cubischen 
Covarianten und ihrer Discriminante bestehen den 
Kelation; dieselbe ist von Cayley entdeckt worden und 
lässt sich durch folgende Schlüsse leicht erkennen. Man 
kann jede binäre cuhische Form durch lineare Substitution 
auf die Form 

+ ajy* 

rcducieren; mau darf also auch in ihren Invarianten und 
Covarianten überall 


ff , =0 

setzen, ohne ihre gegenseitigen Beziehungen zu stören. Wenn 
aber hierdurch die Discriminante 

/), = «„• ff,», 

die quadratische Covariante < 

Ci.t = %a,xy 

und die cuhische Covariante 

f — "o («0 ^ — "o,'/’) 

wird, so erkennt man, dass zwischen diesen Functionen und 
der Form U selbst die Kelation 
C.V-0,. 

oder 


besteht, die dainii; als allgemein gültig bewiesen ist. Mit 
denselben Voraussetzungen zeigt sich auch, was geometrisch 
schon aus dem Vorigen evident ist, dass die Discriminante 
der cubischen Covariante der Cubus der Discriminante der 
cubischen Form seihst ist, d. h. dass die cuhische Form 
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selbst und ihre cubische Covariante stets gleich- 
zeitig ein System gleicher Wurzeln besitzen, wie 
schon gezeigt ist. 

Und was die Auflös\ing cubischer Gleichungen 
anbetrifft, so zeigt die Relation 

dass die Ausdrücke 

('\i+ r ,,-u yn, 

2 2 

vollständige Cuben und ihre Gnbik wurzeln also lineare 
Functionen von x, y sind. In Folge dessen ist auch der 
Ausdruck 

j7 ('>.» + - ryj[, 

eine in r,y lineare Function, und da sie für F=0 ver- 
schwindet, so ist sie einer der linearen Factoren der cubi- 
schen Form. 

Es lässt sich diess auch aus der Betrachtung derselben 
Formen in Function der Wurzeln erweisen. Man hat 


und erkennt aus den früher gegebenen Werthen 

D, f/* = — ^ |(««— “s)* (-r— n, »/)' («,— «I )• (a— «j y)'!«!— ««)* (•»•— o. y)*| , 

also unter .-Vnwondung des Zeichens a für eine imaginäre 


Uubikwurzel der Einheit 


(J ^ 

Vj/U, = ~ (a-u)’} (a,-a,){tt^-o,){a,-a,)(^-a,y)(u-a,y)(x-a,y), 
und daraus 

^ . i" 

.j = — , 

«o’t, , , , ^ , . , , , 

— ^ -!-(», a,-f MO, 0,-1- Ol’ , 


somit 


i/c,.,->rvyD,_^/(\,-i!yi), ,, 
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23. 

Sodann für dio Form des vierton (jrades 

(«0 ) «1 > ®« > «> I > yY — “o I -t— «I y) (•«— o,y) i^—a,y) (. <— « 4 y)- 

Die quadratische, Invariante der.sclbcn ist im 18. 
Artikel in der Form 

y, , = «„ ff 4 — t «, «3 + 3 

und ebenda auch ihre cu bi sc he Invariante 

entwickelt worden. Diesen ist die Discriiuinante 
/)j = a’a ‘ — 1 2ff„’ff , ff jff,*+ 1 Hflo’ff,’rt/+ '+ 54ff,ff , ’ff,ff 

— Off,,«,* ff,’ ff, — IHOffjff, ffj’ff, Oj-f- 108ff„ff| ff, ff,’-)- 8 1 n„a,‘a, 
— hiaji'a^ — 27ff|’n,’-|- t08«|’ff,ff,ff, — 01 «i’ff,’ — .VIO|’ff,’o, 
-)-.30rt,’ff,’ff,’ 

beizufugen, welche nach den verschiedenen früher gegebenen 
Methoden leicht entwickelt werden kann.*) 

Wenn man diese Invarianten in Gliedern der 
Wurzeln ausdrUcken will, so findet man 

J,t = ^ I («I— 04 )' + («.— a.)’ («I— « 4 )* + («.—“1 )*(«!— 04 )’! 

I 

-f-(of,-n,)(«r,- 04 )(o,-o,)(ff,-« 4 )| , 

wofür man mit leicht erkennbarer Abkürzung schreiben 
kann 

•' 1 ,. = '’^{r’+A*+fl') = -'^(CA + AB+Bq, 

während zugleich 

A +B+r=o 

ist. 

Alsdann ergiebt sich ebenso 

•^4.4 = ^ |(“|-«»)(«3-«4) — (o»-Oj)(«l-n4)j|(ffl-«>Ko,-«4) — 

|{«S-«l)(‘’.-“4) — {«|-“f)(“j-«4)| 

*) Sie ist in Art. 12 als die letzte der Sturm’schen Functionen 
für die Form des Vierten Grades schon gegeben. 
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und ondlieli für dii* DisrriuiiiuuiU- 
' = ^ A'.B*. C‘. 

Man erkennt darin zunäcliKt die Abhängigkeit der 
Uiseriininnnte von den beiden Invarianten wieder, 
welche, in der auf die Gleiehung der Quadrate der l)iffe- 
renzen gerichteten llnterMichung des 19. .Artikels schon in 
ganz anderer W eis<! sicli inanifestiert hat, 

Mau erkennt dieselbe am bequemsten ohne Zuhilfenahme 
der Ausdrücke in Function der Wurzeln, wenn man die 
allgemeine Form des vierten Grades auf die redueierte aber 
gleichfalls allgemeine Ausdrucksweise 

X* +fia,a-'jr* + .v‘ 

bringt, so dass 

«„ = «, = 1, «, =o, = 0 

ist. Denn dann hat man 

•^1 t = I + 3 "t* , J4.S = «. (> — o,’) , 

/J, = 1 — IS«,’ 4- Hl a,* = (1— 0o,’)‘ 
und bewährt leicht 

( 1-0«,’)* = (1 + 3a,’)* - 27a,’(l-a,’)’. 

Für die gegenwärtige Hetraclitiing ist es von besonderem 
Werthe, die geometrische Hedeutung der cubischen 
Invariante zu erörtern, w'ie sie aus dem gegebenen Aus- 
druck in Function der AVurzeln hf'rvorgeht. \\’enn dieselbe 
den Werth Null besitzt, so muss eine der drei Relationen 
(a,— ar,)(a,— « 4 ) = (a,— a,)(o,— a,), oder A = B, 

(«I— «I ) (««—“<) = («1— «f ) ("1— “4 ) , - B=C, 

(“1— “ 4 ) = (“i— «>)(«,— «4)) - C=A 

erfüllt sein. Sie geben die bekannten Gleichungen 

« 1 — g» . »»— g« 
a,— «, ■ e,— a, 
gs— «I . « 3 — «4 

«I — o, «4 — a, 

U,— «, 0^4 

g»— gs' “ 4 — «3 
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welche frleichniäspif; autidrückeii, da«» die vier Elemente, 
w'clche die Originalgleichung selbst repräsen- 
tiert, ein harmonisches System bilden. 

Wenn man aber ferner bemerkt, dass 

Ti’ C’ 1 

die drei auharmonisehen Verhältnisse sind — sie mögen wie 
früher als S, , 5,, d, abkürzend bezeichnet worden, — welche 
die vier von der Inqnadratischen Gleichung re))räsentiorten 
Elemente bestimmen , so erkennt man durch die aus dem 
Vorigen zu ziehende Relation 


2 {A^By{ß~cy(c-jf 




und nach den zwischen den drei I)oppelschnittverhältni.ssen 
bestehenden Relationen (Art. 3) 

V d,\6,+iy ’ 

und es lassen sich analoge Ausdrücke in ä, und 5, bilden. 
Man erfährt aus ihnen , dass die Werthe der durch die 
Elemente der biquadratischen Form bestimmten 
Doppclschnittverhältnisse allein von dem Ver- 
hältnisB der fundamentalen Invarianten 

abhängen;*) dass also die Eleinentargnippen aller Olei 
chungen des vierten Grades, für welche diess Verhällniss 

denselben Werth hat, die nämlichen Doppelschnitl Verhält- 
nisse bestimmen. 

Für 

d, = - 1 , 


*) Zu demselben Krgebuiss gelangte O. Salmon schon iiii 205. 
Artikel seines „Trentise on tlie higher plane Ciirvcs“ 1852 auf einem 
gan* anderen Wege. 
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d. i. die harnionische Kehition koninit 
sclion verlier erkannte Hedingung 


zurück, für 


y, , = 0 


inan 


wieder auf die 


6, = + l , 

welches bekanntlich nur für zwei zusainiuenfallende Thcil 
punkte der .Strecke möglich ist, findet man 

d. h. die Discriminante verschwindet identisch. Hätte man 
die Kelation der Discriminante mit der quadratischen und 
der cubischen Invariante nicht schon gekannt, so wäre diess 
ein Weg gewesen, sie zu entdecken. 

Da das Verschwinden der Discriminante die Existenz 
zweier gleicher Wurzeln characterisiert,*) so liegt die Frage 
nahe nach den sonstigen Systemen von Gleichheiten 
unter den Wurzeln der biijuadratischen G leichung. 
Indess kann dieselbe nicht allein durch die lletrachtung der 
Invarianten erledigt werden. Für zwei Faare von gleichen 
Wurzeln 


als für welche die Form selbst 

= "o (-r— «I (J— «3!/)* 

ist, haben die quadratische und cubische Invariante die 
Werthe 






SO dass 



eine reine Zahl ist, = 27 ; daraus folgt .aber, wie natürlich, 
das Verschwinden der Discriminante. Setzt man hier 




*) Man kann lunzurügcnt dass die biquadratische Oloichung ein 
Paar imaginäre irie ein Paar reelle Wurzeln hat, wenn die Diacrimi- 
naiite negativ int; wahrend die Wurzeln alle reell oder imaginär nind 
bei ponitiver Dincriminanto. 
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so hat man die Hcdationen 

«o’Jo = 124«*. 

"o* •^«.s — ^4,t* 

wieder, welche in der llnlersuclmng über die Oleiclmng der 
Quadrat«; der Differenzen Art. H), p. 166 gefunden wurden 
und erkennt die dort gegebene Deutung dieser H'elatioueii 
als richtig. 

Für die Voraussetzung von drei gleichen Wurzeln 


«!=“»= “l> 

also die Form 

«o(j— 

werden beide fundamentale Invarianteo nebst der Discrimi- 
nante gleich Null; in jedem Falb; kann also die Kxistenz 
von vier gleichen Wurzeln nicht an dem V^er.schwinden der 
drei Invarianten allein, sondern nur durch die gleichzeitige 
Betrachtung der Covarianüni erkannt werden. Aber auch 
für die Fälle von zwei mal zwei und von drei gleichen Wur- 
zeln liefern diese präci.sere Bedingungen als jene allein. 

Von ihnen ist auch die Abnind«iug iler die neuere (ieo- 
metrie betreffenden Krgebnisse zu erwarten. 

Es existieren zwei unabhängige (JovariaziUui der bitjua- 
dratischen Form, deren eine, die Hesse’sche (Jovariante, 
vom zweiten Grad in den lV>efficienten und vom vierten in 
den Veränderlichen der Form ist , die andere aber vom 
dritten Grade in 'jenen und vom sechsten in diesen. 

Jene wird dimdi das Symbol 

rf* rf' /rf» Y 

dr’ d fi’ ^ dr d I/’ 

erhalten*) und ist • 

F«.« = ("o — "i *) •»'* + 2 (a„ a, — <7, ff,) X* j -h («0 “« -i- 2 o, <J, — 3 o,’) ■» ’v* 

+ 2 (ff , ff, — ff, ff,) X 1^ -b (ff, «4— Oj')/. 

Man kann sie auch aus der cubischen Invariante J,, 
ableiten. Ihr Ausdruck in Gliedern der Wurzeln ist 


*) Oder auch durch die in der Note p. 192 auge^ebeue Methode 
aui der eraton Sturm'acheii Conatanten abgeleitet. 
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+(o|— 04 )*(-r—“.v)*(-r— a jy )*+(«,— 

+(ot,— « 4 )’(.r— ff,y)*(a— a,i/)*-f(aj— a 4 )*(x— 0|y)’(j— o,y)’| 

= — ^ («.— “t)’ (-r— “i »)• (•'—«• vY- 

Daraus ersieht man zunächst, dass sie für zwei Paare 
von gleichen Wurzeln 

“i = «« ) “s = “4 

die Gestalt 

C4.4 ^ (“1— «>)’ (•»•— "1 y)’ (^—<»1»)’ 

anniinint, welche mit den oben bemerkten Specialitäten für 
diesen Fall die charactcristische Relation giebt 
2 J4 , . C^ ^ = 3 J4 , . V , 
die leicht zu bewähren ist. 

Ihr identisches Verschwinden erfordert und 
bedingt nach dem Ausdruck in Function der Wur- 
zeln, der von ihr gegeben ist, die Gleichheit aller 
vier Wurzeln der Gleichung. 

Von grösserer Bedeutung Tür die gegenwärtige Ent- 
wickelung ist aber die Covariante der biquadratischen F4>rm 
vom sechsten Grade in den Veränderlichen und vom dritten 
in den Coeflicienten. Sic darf in der Form 

c„a‘ + 6c,x‘y + 15c,j‘y’-|-20 fjar’y’-f 15041 * y'-f-ÖCsay + Cjy' 
geschrieben werdcui, und da nach dem Gesetze des Ge- 
wichts der Glieder den in a„, a, , ... cubisehen Coefficien- 
ten 4?u, c, , . . . c, respcctive die Gewichte 3 , 4 , 5 , 6, 7 , 8 , 9 
zukommen, so hat man ihre litteralen Formen 
c, = a*a, + y4 flo o, o, + fi 
6 c, = tt„*4i4 + C o„o, u, + Öa„o,’+ E u,*a, , 

15 c, = f44„4i, «4+ Co„a, o,-t- MO|’a, , 

20 Cj= /o„«3’-|-Ä'a„o,04-hZ.n,*-|-4fa,’o4-l-iVa,o,a,, etc. 

— man kann die übrigen Ausdrücke zu schreiben unter- 
lassen, denn sie gehen nach den Ergebnissen des 21 . Arti- 
kels aus den vorigen hervor — und erhält die Differential- 
gleichungen ‘ ' 

Fiedler, neuere (ieonietrie u. Algebr». 14 
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Aa^a^ + 3£a,a,' + 2Äa„a* + = 0, 

a.i. A = — 3, ß = +2; 

at(Ca„a,-{-2Ea^a,) + 2a,(2l)a„a, + Ea,') + 3Ca„a,a, 

=«K’'»3 — 3«o"i «t + 2‘'i*)» 

oder 


C = + 

Oo(Eaoa, + 2Ha,a^) + 2G 

oder 


2, /l = -9, £ = + 6; 

«(, « 1 «t "» + 3 “t ««"f + W Oi *) + 4 f “o “i “» 

= 5(a„*a4+2o„a, a,—9afy*+üa,*a,}, 


F= + 3, C = — 15, H = + 10-, 
a,(2 «,+ Aa,a,)+2a,(Ao^4d-3i«,’+ Ka,a,)+3a,(2la^,-\-3Na,a,) 

+ ia,{Ka„a, + Ma,*)=A{3a^a,a,— lba„a,a,+ lQa,'a,), 

oder 


/ = — 10, A'= /. = iV = 0, yif = + 10, 

und damit die Werthe 

c« = a„’ o, — 3 o, o, a, + 2 a,> , 

6 c, =a„*a 4 + 2a„a, a,— 9a„a,*+6a,*a, , 
15 c, = 5aga,a, — 15a„a,a,4-10a,*a, , 


20 c, = — 10 a„ a,’ + 1 0 a,* a, ; 

somit durch Vertauschung der Indiecs wie Art. 21 p. 184 
e« = — ni«4* + 3a, a,a^ — 2a,', 

6 c, = — a„a 4 * — 2 a,a,a 4 + 9 a,*a 4 — 6 a,a,*, 

I 5 C 4 = — 5 a„a,B 4 + 15a, a, a 4 d- 10 a, a,*, 
indess 20c, durch dieselbe Vertauschung in sich selbst ver- 
kehrt wird. Man hat demnach 

t'V.= K’“i— 3n„a, a,-|- 2 a,’)T'‘-|-(a„*a 4 -l- 2 a„a, a,— <la„a,»-l-6a,»a,)x^y 
+ (5 a„ a, a,— 15a„ a, a,-f-I0a,’a,)Ty-l-( 10a, ’a,—] 0f/,a,')x’sr* 
-f (15a, a.a,— 5a„a,a4— 10a,a,*).r*y< 

+ (0o»’«4-n'o"4*-2a|a,a4-0a,a,’) (3a,a,a4-a|a,'-2a,*)y‘. 

Cayley hat von ihr angemerkt, dass sie auch erhalten 
werden kann, indem man die biquadratische Form in der 
Gestalt einer cubischen 

(a,a--f- a, j)a^-|-3(a, ar-l-a,y)a-*y-|-3(a,3--f-a, (a,a--l-a 4 y)y* 

mit veränderlichen Coel’ticienten darstcllt und von dieser, 
unter Behandlung dieser Coefficient<!n als constanter Grössen, 
die cubische Invariante bildet; sie ist die Covariante C,,. 
Wenn man sie m der Gestalt 

(poi *-i j t • • • ) y)* 

schreibt, so. finden, wie Cayley und Salmon gefunden 
haben, unter den (3oel'ficienten die folgenden Relationen statt; 
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Co'« — Öc,r, 4 -»‘^^a’ = 0 , 

D. 

«•o^ — 6c, Ci+15c,f4— 10c,‘ = -. 

o 

(Links steht die quadratische Invariante der Form des 
sechsten Grades.) 

Daraus folgt 

c.cj — 4r,c, + , 

und man hat ferner 


c.cj — 3f,c4 + 2c,c,=0, 
c,c, — .3 c,C5 + 2 c,C 4 = 0. 

Durch die schon bei den Invarianten benutzte Keduction 
der biquadratischen Form 


wird 


“« = « 4 = I J «1 =«j =0 


C,^=(l — 9 a*) 3^y+ (9 «,*— IJ J- y‘r=(l — 9 o,*) (x*— y‘) xy, 

C4.4 = »t ^‘ + ( l — 3 "j’) -c* »’ + o» y = a. (y + y*) + ( 1 — 3 a,’) J’ y’. 
Erinnert man dabei die ebenso reducierten Werthe der 
Invarianten 


J 4 , — I 4" 3 «j*, Jf i == rtj (1 «,*) , 

und bezeiclmet die biquadratische. reducierte Form selbst 

durch U, so kann die Kelation bestätigt werden 

welche die fundamentalen (’ovarianten mit den 
Invarianten verbindet; denn sie ist 

( 1 - 9 «,*)» (x- - ,/» + 4 ) «, (x‘ + y‘) + (1 - 3 a,') j-'y* 1 ’ 

+ a, ( I — a,’) (x‘ + 6 o, I V + y*)’ = 

( 1 + 3 4«,’) I a, ( 1 ' 4-y*) 4- ( I — 3 a,‘) r’ y» j (x* + 6 a, a:*y* + y*)'. 
An diese Relation hat Gayley die Auflösung der 
biquadratischen G leichung, d. h. die B(;stimmung ihrer 
linearen Factoren geknüpft. Die Relation 

ii» - J4..C4.4 f’’ 4- 4 f^4,4’ = - f’4.4* 
erhält für die Abkürzung 

4-^4.s' 

die neue Form 


14* 
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(l , 0 , i ^ \Jf.t t'4,4 > 1 •^4,»’ C4.4*' 

Sind also il, , Itt Wurzeln von 

(1, 0, -|,W, l)‘ = ü, 

so sind die Ausdrücke 


•^4^ ^4.4 — A.J V 1 
C’4,4 

•^ 4,3 Ct t Ji t U 

Quadrate und wenn man setzt 

a3-A.)(J4..C4^-i.J4,sf')= >^% 

(t| i,)(J4 , C'4_4 As -^4.3 ~ 

wofür 


ist und also 


A» + y« + 2‘ = 0 


X+kY, X—kY 

vollständige Quadrate sind, so ist der Ausdruck 
«A + ^y + yZ 

auch ein Quadrat, wenn die Bedingung 

a* + ^* + y‘ = 0 

erfüllt ist, denn man kann ihn in der Form 

i(a+^*)(.V-* y) + i(«-|3/r)(A+* y)-y ^^.V’+ y’) 

schreiben. Setzt man nun 


o — l''kf — A], ß — y k, t| , y — J i| 1,, 
welche Werthe die vorgesehriebene Bedingung erfüllen, 
geht der Ausdnick 

aX+ßY + yZ 


in 


so 


(kt ^3)^A.t^4.1 ^l>^4.3f^"h (^3 ^l) f^-^l.3^4.4 ktJ,jV 

-j- (1, i,) i k,.f,,V 

über. Da derselbe aber zugleich für IJ = (> identisch ver- 
schwindet, das Product seiner verschiedenen Werthe also 
ein vielfaches von U' ist, so repräsentiert er das Quadrat 
eines linearen Factors der biquadratisehen (Jleichung.*) 

In Function der Wurzeln ausgedrückt erliält die Co- 
variante Cy, folgende Gestalt: 


*) Man vergleiche damit die Damtellnng der AuflüMiiig der hiqiia> 
dratiacheu Gleichung von Herrn ite iin 52. Bande von ,,Crelle*a Jour- 
nar^ p. 4. 
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= — |(«4 + «1 — — n j) -i' + 2 («« « 1 — o« n, ) ir y 

+ l« 4 «i(«.+«s)— “j “ 3 («i+« 4 ) I v’jx 
|(«4 + » 1 — «3 — «I ) + 2 («5 a, — n, «i) a: y 

+ 1“3 ««(“ 3 +«i)— o, a, («f+a«)] y'jx 
I (“4 + “3— a, — «f, ) .t’ + 2 (o, o, — or, «,) X y 

+ [o 4 «,(a, )1 j*| . 


Aus der Anschauunf' derselben ergiebt sieb leicht das 
folgende wichtige Gesetz: Wenn von den durch die 

vier linearen Factoren der biquadratischen Form 
dargestellten Elementen irgend zwei als mit den 
anderen eine Involution bildend angesehen wer- 
den, so sind die sich selbst conjugierten Elemente 
dieser Involution durch einen der quadratischen 
Factoren der Covariante CV. bestimmt. 

In der That, wenn die Punktepaare 
(x — (K,y) (x — «,y) =0, 

(x — o,y) (x — «4») = 0, 

oder 


X*— (o, +«,)xy + a, «,y* = 0 , 
x’ — (o, + «4)xy + a,a4y* = 0 

eine Involution bilden, so ist die Jacob i 'sehe Determinante 
derselben der analytische Ausdnick der Doppelpunkte die- 
ser Letzteren, d. i. 


, /“s+“4 “l . / N 

— ^ ^ (“3“4 — “l«l) 


(•" 


2 

+ “i 
2 


»3 + «4 


oder 




^ («3+“4-“r«t) + 2 (e, O.-Oa «l) -l'y + 1«3 «4 “l “! (“a+“4)] y*j 

der letzte unter den quadratischen Factoren der ( Jovariante C4 
Ebenso ergiebt sich für die I’unktepaare 

(x— «I y) (x — Oj y) = X* — (a,+ o,)xy + «, O3 0 , 

(x — o,y) (x — o,y) = x’— («f,+ et,) x y -f n, «4 y’ = 0 
die Gleichung der Doppelpunkte in der Form 
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X* (er, + «4 — a, — o,) + 2 («, oj — o,) J- y 

+ [«t, 04 (a,+n,) — a,o,(o, + o,)]y' = 0, 
d. h. identisch mit dem zweiten qnadrutischcn Factor der 
Covariante; es ist überflüssig, denselben Nachweis auch 
noch für den ersten dieser Factoren zu führen. 

Endlich lassen sich aber dieselben Betrachtimgen auf 
die. quadratischen Factoren dieser Covariante selbst an- 
wenden. Sind die beiden ersten durch 

respectivc dargestellt, so liefert ihre .Jacobi'sche Deter- 
minante 

( A B, -A,B)x’ + (A C, -A,C)xy+(BC,-B,C) y* 
den Ausdruck der Doppelpunkte der durch sie selbst be- 
stimmten Involution in der Form 

(«4 + “j — “i — "i)-r* + 2(ai a, — a,a,)xy 

+ [“.“>(“!+ o.) — «1 (o» + “<) 1 y* =« ; 

denn man hat 

AB,— A,B= (04+0, -0,-0,) (o, o, -o, o,) — (04-h o,-«,-a,) (o, 0,-0, o, ) = 

“ 1 — “f) [“4 («.—».) — «S (« 1 — «t)l =- 
( 04 +a,— o,— o,) (o,— o,) (« 4 — 0 ,) ; 
f ( 04 -I-«,— «,— «,) [o40,(o,-|-0, )— 0,0,(o,+04) [ 

— (“4+«t— «I— “«) (“4“l(“t+»l)— “t«l(“l+“4)l 

=2(0,0,— 0,0,) (o,— o,) (o,— «,) ; 

BC,— B,C= (0,0,— 0,0,) [o,o,(o,-fo, )— 0,0, (o,-f o, ) ] 

— ( 0 , 0 ,— o,o,)fo,o,(o,+o,)— o,o,(a,-f- 04 )| 

= [o,o,(o,+o,)— a|«,(o,+o, )](«,— o,)( 0,-0,). 

Als Ausdruck dieser Entwickelung gilt das Gesetz: 
Irgend zwei quadratische Factoren der Covariante 
C,, bestimmen mit einander eine Involution, für 
welche der dritte quadratische Factor derselben 
Covariante das Paar der sich selbst coji jugierten 
Elemente bezeichnet. 

Und hier kann nun auch die Frage nach den mög- 
lichen Gleichheiten unter den Wurzeln einer bi- 
quadratischen G leichung abschliessend erörtert werden, 
so wie diess für die Fälle von zwei gleichen Wurzeln und 
von drei und vier gleichen Wurzeln durch die Betrachtung 
der Discriminante der beiden Invarianten /,,, und der 
Ilesse’schcn t'o Variante schon geschehen ist. Es erübrigt 
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die Erledigung de» FrIIps von zwei Paaren gleicher 
W iirzeln; man hat aber für 

n, = n,, a, = a, 

die Covariante 

80 dass diess die characteristisehe Relation diese« Falle« ist. 

Diess findet Alles »idne geometrische Erläutening in 
den vorhergehenden Erörterungen über die Bedeutung der 
beiden Covarianteii der biquadratischeii Form. 

Cayley hat nachgewieseu,*) dass die möglichen Gleich- 
heiten unter den fünf Wurzeln einer Gleichung vom fünften 
Grade ebenfalls durch das identische Verschwinden sym- 
metrischer Functionen der Wurzeln tind Functionen der 
Wurzeldifferenzen characterisiert sind, welche mit den Inva- 
rianten und Govarianten derselben übereinstiinmen. Wenn 
die Formen des fünften und der höheren Grade auch hier 
keine eingehendere Behaudhmg erfahren können, so soll 
wenigstens dundi Anführung der entsprechenden Resultate 
ein Ueberblick über die in ihrer Theorie auftretenden For- 
men und die Anregung zur Berechnung der hauptsächlich- 
sten unter ihnen gegeben werden. 

Die Gleichung fünften Grades besitzt ein Paar glei- 
cher Wurzeln, wenn ihre Discriminante verschwindet. 

Von ihr ist am Schlüsse des 21, Artikels gezeigt, dass 
sie aus den beiden Invarianten des vierten und achten Gra- 
des in den Coefficienten hervorgeht. 

Die Gleichung hat vier gleiche Wurzeln, wenn die 
in den Coefficienten und Veränderlichen der Form quadra- 
tische Covariante gleich Null ist, deren Typus durch 

(«I— “»)’ (“i— “4)* (*— “syV 

dargestellt wird. 

Fünf gleiche W urzeln existieren, wenn die Hesse’- 
sche Covariante der Form, welche vom sechsten Grade in 
den Veränderlichen und vom zweiten in den (Coefficienten 
ist, verschwindet; ihr Typus ist 

£(a,—a,y (j- — (jr — — «sj/)*. 

Beide eben angeführte sind fundamentale Covarianten 
der Form (C,,,, 

♦) „Philosoph. Transsetions“, Vol. 147, p. 727. 
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Die Existenz von zwei Paaren gleicher Wurzeln 
wird bedingt durch das Verschwinden einer Covariante 
vom Typus 

^ (“l— 0 .)(“l— “4) (“j— “s)(» 4 — “>)* 

(jv- o, j)> (x—a, yf (x—a, y)‘ 

welche vom fünften Grade in den Coefficieuten und vom 
neunten in den Veränderlichen der Form ist. Sie gehört nicht 
zu den fundamentalen Covarianten, sondern sie ist eine 
Summe der Producte aus vier anderen Covarianten und der 
Form selbst. Ist diese U und bezeichnet man die (Jovarian- 
ten durch den Zusatz ihres Grades in den Veränderlichen 
im Index, welchem nach überdiess ihr Grad in den Coefti- 
cienten beigefügt werden kann, so sind diese drei Producte, 
als deren Summen die bezeichnete Covariante erhalten 

wird. 

Drei gleiche Wurzeln entspreclmh der Form, wenn 
die Invariante vom vierten Grade Jy, verschwindet, deren 
Typus 

^ “t)’ «j)* (“.—«I*) («4— 

ist; oder auch wenn die ('ovariante, deren Typus durch 

•£(»1— “«)* (“t— “s)’ («J— “()’ (“4— “s)’ (^—«4»)* 

bezeichnet ist, und die als eine Summe aus der Covariante 

und dem Quadrate der Covariante C»,, erhalten wird. 

Endlich sind drei gleiche Wurzeln und überdiess 
zwei andere gleiche Wurzeln vorhanden, wenn eine 
Covariante. vom Typus 

■ 2 ^ («1-0«) (“1- “j) (“c- “4) (“r “s) (-r- a, '/)’(*- «3 »xVf {x- a^yf 
verschwindet, welche aus den Producten 
U' . Cy, , und C’s,.,* 

additiv zusammengesetzt werden kann und also vom vier- 
ten Grade in den Coefticienten und vom zwölften in den 
Veränderlichen der Form ist.*) Man kann sie und die 
Vorigen leicht nach den vorgetragenen allgemeinen Gesetzen 
berechnen. 


♦) AUp Forninn nn<! amlere sinrl in Function clor rocfficien- 

trn rnlwickelt in C«ylcy*s „Secoml Memoir npnn QuAuticn“ „Philo«. 
Tran«.** 1855, p. 1*23 f. und ,,Third Memoir“ ebenda, p. 6*27 f. 
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24. 

Wenn in dem Vorhergehenden die allgemeinen Grund- 
lagen der neueren Geometrie als a priori aus der algebrai- 
schen Theorie der binären Formen hervorgehend nachge- 
■wiesen sind, so mag zur Vervollständigung dessen noeh der 
Nachweis des analytischen Ursprungs der metri- 
schen Relationen hinzugefUgt werden.*) Er muss sich, 
um vollständig zu sein, zugleich auf die Geometrie von zwei 
Dimensionen oder auf die ternären Formen mitbeziehen; 
man stellt damit zugleich die Grundlagen der allgemeinen 
Theorie der Metrik im Raume fest. 

Die Theorie knüpft sich an das analytische Factum, 
dass in Bezug auf ein gegebenes festes EIcmentenpaar 

(«0» “l, »)* = '> 

die Gleichung eines beliebigen anderen Paares von Elemen- 
ten desselben Gebildes in doppelter Weise in der Form 

darges teilt werden kann, wobei die durch die beiden Wertlie 
von 

Ix my — 0 

dargestellten Elemente die sich selbst conjugierten Elemente 
der durch beide Punktepaare bestimmten Involution sind. 
Das Paar der Elemente 

(« 0 » «M +{lx + myy = 0 

soll dem Paar 

("o> «1, = f 

eingeschrieben heissen und die beiden sich selbst 
conjugiertenElemente derlnvolution als Achse und 
(Jentrum der Einschreibung bezeichnet werden. 

Die Gleichung des eingeschriebenen Punktepaares**) 
kann, je nachdem 

xy' — x‘y=:0 

die Gleichung der Achse und 

Cayley hat in scinom „8ixth Memoir iipon Qnantir«“ ,,Philo8. 
Tran«.“ Vol. die Theorie ^ die wir hier vnrtrajfen. 

**) I>a* Wort Punkto ist für das Hll^emoinere Wort Klemente ge- 
braucht. 
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(«o, "i, = 

d. i. 

a^xx + a, (xjr' + xy) + a , yy = 0 

die Gleicliung de« C«intrums der Einschreibung (x’, y sind 
(Jonstanten) oder umgekehrt 

("o> »I, y') = o 

die Gleichung der Achse und 

xy' — xy — 0 

die Gleichung de« Centrura« ist, in den beiden äquivalenten 
Formen respective geschrieben werden: 

(“o» “d “| ) “ij y)'«n*e—{%a,-a,*) {xy- x'y )’=0, 

(« 0 > «■ » «t 5-»', .v)‘ (« 0 > «I ) «. i J y')’ — t (« 0 > «I J «t Ja-, ylx, y') t ’ = 0 

geschrieben werden; äquivalent weil 
K» «I, "*J-r,y)’(«„, fl|, a,\x, y')*— IKi “i, “tja:,y5x',y')l* 

= (a„o, — o,*) (xy— x'y)* 
eine identische Gleichung ist.*) 

Setzt man abkürzend 

(«0, , o,Jx,y)* = 00 , 

(«o> «1 » yj-r', y') = 01 = 10 , 
so kann man dieselbe Gleichung in der Form 


= (o„a,— a,*) 


X , y 

x', y' 


= 0 , 


j 00, 01 

I 10 , 11 

schreiben. Für drei Reihen 

X, y; x', y'; x", y" 

verschwindet die rechte Seite dieser Gleichung und man 
bildet die Relation 

00 , 01 , 02 
10 , 11 , 12 
, 20, 21 , 22 

welche auch in der Form 

, 01 , , 12 02 
rns~' - + cot~’ = = = cos ‘ — = — 

l/oof/ii j/ii/i2 yooy'-22 

geschrieben werden kann. 

*) Sie ist in der Thst nichts Anderes als der Ausdruck der Inva- 
rianz der Discriminante der quadratischen Form 

(«0 . «1 . “t JÄ- T)* = «t'Jf . vf 

bei der Transformatiou 

Jrf + xrj, 

'^ = yi + yn\ 

nkmlich 

n,'«,'— "i * = («0 •'s — «1*) (xy'— x'y)’. 
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Sei nun unter den Elementen eines geometrischen Ge- 
bildes erster Stufe ein Paar als unveränderlich und unab- 
hängig, als absolut, betrachtet, so dass alle übrigen Paare 
von Elementen als ihm eingeschrieben angesehen werden 
können, und mit ihm ein (Zentrum und eine Achse der Ein- 
schreibung, die sich seihst conjugierten Punkte der durch 
beide Paare bestimmten Involution, — nach ihrem Begriff 
stets das absolute Paar harmonisch theilend — bestimmen, 
so soll ein solches Paar von Elementen, insofern es als jenem 
eingeschrieben betrachtet wird, ein Kreispaar oder kürzer 
ein Kreis genannt werden. Das (’entrum und die Achse 
der Einschreibung, die Doppelelemente der Involution, die 
es mit dem absoluten Paar bestimmt, heissen seinOentrum 
und seine Achse; für dieselbe Betrachtung muss immer das 
Nämliche von beiden als (y'entrum festgehalten werden. 
Dann lässt sich aus dem Centrum und dem einen Elemente 
des Kreispaares stets das andere in einziger Weise bestim- 
men, weil zunächst die Achse das conjugierte harmonische 
Element des Centrams in Bezug auf das absolute Paar 
und sodann das andere Element des Kreispaares das conju- 
gierte harmonische des ersten in Bezug auf Centrum und 
Achse ist. 

Dann steht als eine Definition der Satz: Die zwei 

Elemente eines Kreispaares sind äquidistant vom 
Centrum. 

Sind nun P, P zwei Elemente, und ein drittes P" so be- 
stimmt, dass P, P" ein Kreispaar vom Centrum P' bilden; 
P'" sodann so, dass P', P"’ ein Kreispaar vom Centrum P" , P"" 
so, dass P", P"" ein Kreispaar vom Centnxm P'" wird etc., 
und ferner im entgegengesetzten Sinne ein Element P' so, 
dass P', P' ein Kreispaar vom Centrum P ist, P" ferner so, 
dass P, P" ein Kreispaar vom Centrum P' etc., so bestim- 
men die Elemente der Reihe P'”, P" , P', P, P', P", P’" , . . . 
jedes mit seinen beiiaclibarten gleiche Distanzen und wenn 
die Elemente P, P' einander unendlich nahe gedacht werden, 
so wird das ganze Feld des Elementargebildes in 
eine Reihe von unendlich kleinen gleichen Ele- 
menten getheilt; die Zahl derselben, welche zwi- 
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sehen irgend zwei Elementen des Gebildes ein- 
goschloBsen ist, misst die Entfernung derselben. 

Offenbar hat man für drei geordnet genommene Ele- 
mente P, P', P" die Gleichung 

öl*/. (P, P') -h öl»/. (P', P") = DM. (P, P"), 
welche mit dem gewöhnlichen Begriff der Entfernung über- 
einstimmt. 

Daraus entspringt der analytische Ausdruck der 
Entfernung zweier Elemente in Function der Co- 
ordinaten nach dem Vorigen sehr einfach. 

Sei das Paar dargestellt durch 

Kl «II «t^^i Jf)’ = 0| 

so ist die Gleichung des Kreispaares, welches das Element 
(*•', y) zum Centrum hat 

(«01 "i I "»5^1 y)’(«oi «II «i$^'i y’y c«** 8— t («01 «I I «f5*i »$»'i y) l'= o, 
und wenn (.r, y), (x", y") die zwei Elemente desselben sind, 
so hat man 

(«oi°ii«»$a^iy](-g'i y) 

j/(«oi«ii«i$J^i»)* • p'(«oi«ii«iK^'iy')* 

(«0 1 «I I ««{ j'i y") 

/ («01 «I I »tWTyJ V («01 «1 1 y"f ' 

welches ausdrückt, dass [x" , y") und (pc,y) von (x',y") (dem 
Centrum) gleich weit entfernt sind. 

Die Distanz der Elemente (x , y) und (x', y) ist dann 
nothwendig eine Function von 

(«01 «II «il^iy $^'iy') , 

/(«Ol «II «t5^iy)* /(«Ol «II «ij'^'iy')’’ 
deren Form sich aus der Forderung bestimmt, dass für die 
drei geordneten Elemente 

P, P', P" 

die Gleichung 

DM. (P, P') -b DM. (P', P") = DM. (P, P") 
erfüllt sein muss. Man ist damit durch das Frühere zu 
dem Schlüsse geleitet, dass die Distanz von (x,y), (x', y') 
das Vielfache eines Bogens sei, der den letzt- 
erhaltenen Ausdruck zu seinem cosinus hat, und 
darf festsetzen, dass sie ihm gleich sei, d. h. die 
Entfernung von (x,y) (■x',y) 
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(n^, a,, n,^.r,y\x 

— eu$~‘ - - - — — -- 

V («0) “i , «t5-r. y )y («0> ®1 > , 1/ )’ 

oder, was dasselbe ist 

_ ("o«f— "i’Ja-y-a-V) 

V Kj «I > y)' V (®o> “i> y')' ’ 

Dann drScken auch die beiden Formen der (ileichung 
des Kreispaareg 

(“o, «I > “«5 y)’ (« 0 . «I ) «f H y')* fo** 8 — ! («u, « 1 , ".$-r , yjx', y') l ’ = o, 

(««> «1 ) y)* (« 0 , o» <h'ix', Ij'y sin* ß — (a„ n, — a,') (ar jf'— a:'y) = 0 

gleichmässig aus, dass die Entfernungen seiner beiden Ele- 
mente vom Centrum dem Bogen & respective gleich sind, 
oder wenn man will, dass S der Radius des Kreises ist. 
Für 6 = 0 ist 

xy— x’ij = 0, 

d. h. die Elemente (a- , y) , (x', y') fallen zusammen ; für 



Kl «II ««5^1 y^J^'iy') = o, 

d. h. die Elemente (x, y) und (x', y ) bestimmen mit dem 
absoluten Paar eine harmonische Theilung. Die Distanz 
zwischen zwei Elementen, die in Bezug auf das 
absolute Paar conj ugiert harmonisch sind, ist ein 
Quadrant; solche Elemente können quadrantal oder 
rectangulär heissen.*) 

Wenn das absolute Paar speciell ein Paar zu- 
samiuenfallender Elemente ist, so fallen die con- 
j ugiert harmonischen aller Elemente mit dem 
absoluten selbst zusammen; die Definition eines 
Kreispaares wird dann dahin vereinfacht, dass jedes 
Elementenpaar ein Kreispaar ist, welches das conjugiert 
harmonische des absoluten Elements in Bezug auf das ge- 
gebene Paar zum Centrum hat. Das Feld des Elementar- ‘ 
gebildes kann wie vorher in eine Reihe unendlich kleiner 
gleicher Elemente getheilt werden und die Entfernung irgend 
zweier Elemente wird gemessen durch die Zahl solcher un- 


♦) Vergl. „Anslytiaclie Geometrie der KegeUebnitte“ Art. 44«. 
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endlich kleiner Elemente, welche zwischen ihnen liegt. Hin- 
sichtlich des analytischen Au.sdrucks ist wegen 

a„a, — o,* = 0 

die Distanz als Bogen von verschwindendem sinus gegeben; 
man bildet ihren endlichen Ausdruck, wenn man diesen auf 
seinen sinus reduciert und den verschwindenden Factor 
unterdrückt. 

Ist (pf q) das absolute Element, d. i. 

{qx—py)' = 0, 

so ist die Distanz von (x, y) und {x, y) 



{qx—py) (qx'—py)’ 

oder durch Einführung eines constanten Factors 
(qa—pß){xy —xy) 

(qx — py)(qx-py)’ 

d. i. 

ßx — ay ßx' — ay 
qx — py qx'—py” 

In diesem Falle verschwindet der Begriff der 
rectangulären Beziehung zweier Elemente, und 
die Einheit der Distanz ist willkürlich. 


26 . 


Ihre vollere Ausgestaltung erhält aber diese Theorie 
erst in der Betrachtung der ebenen zusammenge- 
setzten Gebilde oder in der der ternären homoge- 
nen Formen; bei ihrer Darstellung mag erlaubt sein, auf 
die Entwickelungen des Werkes ,, Analytische Geometrie der 
Kegelschnitte“ zur Begründung alles dessen zu verweisen, 
was hier vorausgesetzt werden muss. Sei 
(o, a, a", b , b', h"\x, y, »)* = 0 

d. i. 


a X* -|- o’y’ -h a”»’ -J-2Ay*-|-2A’»x-|-2 b"x y — 0 
die Gleichung eines Kegelschnitts in Punktcoordinaten , so 
kann die Polare des Punktes (x‘, y, s') durch 

(a, a, a", b, /.', b"T^x, y, »Jx, y, z) = 0 
dargestellt werden.*) 


•, Vergl. «. ». 0. Art. S28 (400;, *tl. 
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Man hat alsdann 

r, iss»', r$i, »),£)• = 0 , 

wo 

91 = a'a " — A* **) , 9l^= a"a — b'* , 9t’’= a a — 6”* , 

S = AV'— oA, ®'=A"A — fl'A', Sö"=AA'— «"A",*) 
aLs Gleichung desselben Kegelschnitts in Liniencoordinaten 
und fUr die Gleichung des Pols der Geraden (J' , ij' , f') 

(91, 91', r, Sö, p', V, £') = 0, 

so dass die Punktcoordinaten des Pols sind 

ai' + ®"V + ®'£', iö'r + 33»/' + ^a"{f. 

Setzt man 

D = a a'a " — ah* — a'h'* — d’h"* + 2 A b'b" ^*) 

so ist 

D* = 91 «' 91"- 91 »•- 91' »'•- 9t" »"•+ 2 » SB' SB", 
und ferner 

9to + 95" A" + SB' A' = ü, 5B". + 91' A"+ 93 A' ;= o , 
9tA"+S"o' +iö'A =0 , !ö"A"+9r<i' + ©A =D, 
«A'+vp"A +^^^'a"=n, 9<"A' +9l'A +SBa" = 0 , 

93'« + iBA"+9l"A' =0 , 

!iP'A" + 5Bo' + 9l"A =0, 

93'A' +93A +91"«" = fl. 

Da = 91' 91"- iß* , Db = iß' 93"- 91 iß , 
fl «' = 9t"9l - 95'* , 0 A' = 5ß"93 - 91' SB' , 

Da" = % 9t' - 93"’, fl ■'"= 93 33' - 9l''93". 

Ist dann 

Ä = 0 , 2: = 0 

die Gleichung eines Kegelschnitts, respective in Punkt- und 
Liniencoordinaten, so repräsentiert 

, ,S'+AL* = o, ir+x^ = 0 

respective die Gleichung eines zweiten Kegelschnitts in 
Punkt- oder in Liniencoordinaten , welcher mit dem ersten 
eine doppelte Berührung hat; im ersten Falle bestimmen 
die gemeinschaftlichen Elemente (Punkte) eine gerade Linie 

t = 0, 

welche in Bezug auf beide Kegelschnitte denselben Pol be- 


*) Vergl. a. a. O. Art. 400. 

**) Vergl. a. a. O, Art. 360 u. a. 
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sitzt; iiu zweiu-n bestimniuii sie — es sind die geineinscliaft- 
lichen Tangenten — einen Punkt 

yi = 0, 

welcher in Bezug auf beide Kegelschnitte eine und dieselbe 
Polare hat.*)' Dieser Pol und diese Polare mögen als Cen- 
trnm und als Achse der Einschreibung benannt 
werden, als welche die Beziehung beider Kegelschnitte auf 
einander zu bezeichnen gestattet ist. 

Ist 

+ = 0 

die Gleichung der Achse, so ist die Gleichung des Centrums 
der Einschreibung in Liniencoordinaten demnach 

Die Gleichung des eingeschriebenen Kegelschnitts ist 
zuerst 

und wird wegen der Identität 

('71, 71', ... »),£)’ (9t, 71', ... li', V, JT)’- 1 ('K, 71', ... £«', ij', Jf) j’ 

= D{a, « , ... Ivi'-V't, 

zu 

[fl + * (9t , 91', . . . li', V, f')*| B,r,, iY 

- * t (^, 71', ... 5s', V, £'5^ , »J , r) }• = 0- 

Sind anderseits (x', y', i') die Punktcoordinaten des Cen- 
trum der Einschreibung, so ist 

(a , a, o", h , A', b"\x , y , y, *') = 0 
die Gleichung der Achse. Man kann die Gleichung des 
eingeschriebenen Kegelschnitts in der Form 
(a,a, ...)[x, »,»)>,«', ...\x,y, iYco$*B-\a,a ,y ,i) (’=0 

schreiben, wo 6 eine Constaiite ist, oder auch 

(a,a,...\x,y, *)* (a $x', y, *')* tm* » 

— (7t , 71', . . . *—y'i , * x'— x'* , x y — x'y)* = 0, 

wegen der Identität 

(a,u',...5x,y,*)*(n,o',...5x',y',*')*— 1 (o,o',...5x',y',»'$x,y,») j* 

= ('7t,7t',...5y»'-y'»,»x'-»'x,ay'-x'y)’. 
Aus den Liniencoordinaten der Achse der Einschrei- 
bung 


♦) Vergl. H. a. U. Art. 277 ii. v. a. 
**) Vergl. a. a. O. Art. 400. 
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^ = n x' -\-b"y =zh" x' -\-a y -\-hz , z=:h' x' b y a" t 
folgt 

('11 , 'il', . . . $1', i{, 5')* =U{a,n,... \x', y, t)*, 
und damit also die Form 

{a,a,... y, s)* (« , o', . . . ^x', y, *')' ro* ’ 0 

— ! (" > • • • V» >y, -'5 '• > y > 5) »' = ti 

mit der ursprüngliclicn Form 

{a,a,...\x,y,zy + k (jV + yy + J's)» = 0 

oder mit 

(o, ... *)' + *■{ (fl, a',...\x,y ,ii^x ,y, 0r = 0 

identisch werde, muss 

* “* (o , fl', . • -5 j'» ’J, *')’ <■»* ’ ö 

oder, was dasselbe ist, 

_ ~ 

sein, d. i. man muss haben 

n + k (>ii , ‘i(', . . . 51 ', y, i'y - k ('•( , ^i', . . . 5r, v, S')’ *'»’ « - ». 

Somit ist dieOrupjx^ der entsprechenden doppelten For- 
men der Gleichung do.s eingeschriebenen Kegelsclinitts in 
Punkt- und resj)ective Liuiencoordinaton 

(o, ... 5 t, y, z)' (fl, ... 5.F, tj, (■)— j (fl, ... 5 t, y, z'^x, y, z) |’=o, 

und 

(«,...5T,y,^)*(n,...5T',y',i')W8— (■11,...5 //i'V5,iJ^'-»'-i',t//-t',;/)»== 0; 
(■Jl, ...51, ?)’ ('JI, ... 51', V, ! ('.'l, ... M, V, m'> V, y) t'=o, 

und 

(9i,-.-$^i/,öX'«,--.;gi',»/',r)we-ü(fl,...5,,s'v^f^rss^)'-i'.t)'=«. 

Die erste und zweite und rospectivo die dritte nnd 
vierte sind identisch in Folge der vorerwähnten respectiven 
Identitäten 

(fl , . . . 5 t , y , s)» (fl , . . . 5 t', y, z'y^ —!(«,.. \x , y , z^x, y, i') j« 
= ('Jl, ... \yz'—yz, zx — zx, xy—xy'y, 

n,-y,ty (' 11 , . . . 5r, V, £')’ - i(‘ 2 i , . . . 55 , D , v, j') r 

= o (fl, ... 5»)ii'— i/G D/— s'yi'. 

Mit Hilfe der zu den früheren analogen Abkürzungen 
(fl, ...5T,y,i)’ = 00, 

(fl , . . . 5 t , y , *5 t', y', z) =01 = 10, etc. 
erhält man die Identität 

Fiedler, neuere Geometrie u, Algrebie. 1.5 
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()0, 01 , 02 I I X , y , s !’ 

10 , 11, 12 I =/> x', ;/, z , 

•20, 21,22 j \ x", y", z" 

und wenn die drei l’uiikte (x , y , z') , (x' , y , z') , {x” , y" , z") 
in gerader I.inie sind, durcli das Versi-hwinden der rechts- 
stehenden Determinante 


00, 

01, 

02 

10, 

II, 

12 

•20, 

21, 

22 


welclio wieder in der Form 

, 01 12 , 02 
cos“' “ 7 — — ^-l-ros“' — ,— =zcos~' , 

ymy yiiyn y (X ) y 22 

geschrieben werden kann und mit der 'Hfeorie der Distanz 
in nüelister Verbindung steht. 

Man denke einen Kegelschnitt, also innerhalb eines 
ebenen Systems ein Elementargebilde zweiter Stufe, 
als fest und unabhängig, d. i. als absolut; so bestimmt 
jedes Gebilde erster Stufe mit demselben ein Paar 
von Elementen, welches für diess Gebilde das ab- 
solute Paar der vorigen Entwickelung ist. Näm- 
lich eine geradlinige Punktreihe das Paar der zwischen ihr 
und dem Kegelschnitt gemeinsamen Punkte, ein Strahl- 
i,.ischel das Paar der ihm mit dem Kegelschnitt gemein- 
schaftlichen Strahlen; jenes Pnnktepaar i.st das absolute der 
Reihe, diess Strahlenpaar das absolute des Büschels. Spo- 
ciell für die Tangenten dieses absoluten Kegelschnitts als 
Träger von Punktreihen ist das absolute Elementenpaar ein 
Paar zusainmcnfallender Punkte, der Berührungspunkt mit 
dein absoluten Kegelschnitt; und für die Punkte des abso- 
luten Kegelschnitts als Träger von .Strahlbüscheln ist es ein 
Paar zusammenfallender Strahlen, die Tangente des abso- 
luten Kegelschnitts. Wenn die frühere Entwickelung die 
Theorie der Entfernungen in Bezug auf jedes beliebige unter 
diesen Gebilden erster Stufe begründet hat, so erfordert 
die Begründung der Relation der Entfernungen 
von einem solchen Gebilde zum andern nur die 
Voraussetzung, dass die Einheit der Distanz für 
alle diese einzelnen Gebilde, der Quadrant, in 
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allen dieselbe Grösse sei; eine Voraussetznng, die be- 
reits stillschweigend gemacht worden ist, wenn man die Be- 
zeichnung des Quadranten durcl» das Symbol lesthiilt, die 

aber ohne diess Symbol allerdings des besonderen Ausdrucks 
bedarf, weil die Bestimmung, dass rectanguläre Elemente 
zu dem absoluten Paar conjugiort harmonisch sind, allein 
jene Gleichheit nicht enthält. Mit derselben aber erlaubt 
die vorige Theorie die Vergleichung der Distanzen ebenso- 
wohl zwischen d(m Elementen verschiedener Gebilde erster 
Stufe, als zwischen den Elementen desselben Gebildes. 

Wenn man den Pol einer Geraden in Bezug auf den 
absoluten Kegelschnitt den Pol kurzweg und die Polare 
eines Punktes in Beziehung auf denselben die Polare 
kurzweg nennt, so gilt das Gesetz, dass die Distanz 
z wei er Punk tc oder Linien gleich der ihrer Po la ren 
oder Pole ist, oder auch, dass die Distanz zweier 
Pole und die der entsprechenden Polaren einander 
gleich sind. Als Definition für den Begriff der Ent- 
fernung eines Punk*es von einer Geraden dient 
dann die Festsetzung, dass sie das Compleinent 
der Distanz der Polare des Punktes von der Ge- 
raden oder das Compleinent derDistanz des Punk- 
tes vom Pol der Geraden ist. Dann ist die Distanz 
des Pols und seiner l’olare das Compleinent von 
Null, d. h. der Quadrant. Man kann initteht des abso- 
luten Kegelschnitts jede geradlinige Punktereihe und jedes 
punktförmige Strahlbüschel in eine unendliche Reihe unend- 
lich kleiner Elemente, theilen, welche nach der Dclinition 
derDistanz einander gleich sind; die Zahl solcher Elemente 
zwischen zwei Punkten einer Reihe oder zwei Strahlen eines 
Büschels misst die Distanz zwischen diesen Punkten oder 
diesen Linien. Jlittelst des (i>uadranten als einer Distanz, 
die sowohl in Bezug auf Linien als in Bezug auf Punkte 
existiert, ist man im Stande, die Distanz zweier Linien mit 
der zweier Punkte zu vorgleichi'n. l)ie Distanz eines Punk- 
tes von einer Linie kann ebensowohl als Distanz zweier 
Punkte, wie auch als Distanz zweier Linien dargestellt 
werden. 

15 * 
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Die Einführunff des Kreises leitet dann sofort zur 
analytischen Darstellung dieser HegritTe. Ein in den ab- 
soluten Kegelschnitt eingeschriebener Kegel- 
schnitt heisse ein Kreis, das Centrum und die Achse 
der hiinschreibung seien als ('entrinn und Achse des 
Kreises bezeichnet. Dann sind alle Punkte des 
Kreises gleich weit entfernt vom Centrum und 
alle Tangenten desselben gleichweit entfernt von 
der Achse und diese Entfernung ist das Cömjile- 
ment von jener. 

Ist uiin 

(ff, ff', ff", h , h"fx,y, s)* = 0 

die fSleichnng des ab.soluten Kegelschnitts in Punktcoordi- 
naten, also 

('Jl , 51’, 51", -Ü"]U, V, S)’ = 0 

seine (ileichung in Linicncoordinatcn , so wird die Punkt- 
gleiclumg des Kreises vom Centrum (x', y, z) 

(«,... \x,y, zY(<t, ...3(a-',y,i')V«s’ö— {(ff, ... \x,y,z\x',y', 5’)!'=0 
oder 

(ff, ...\x, y, 5)’ (fl, . . . 5.c', (/', z'f sin * B 
— (51 , ...\yz'—y'z,z X — z'x , x y— xy )* = 0 , 
und durch dasselbe Paisonnement wie in dem Falle der 
Geometrie der Elementargebilde erster Stufe erkennt man, 
(lass die Distanz der Punkto {x , y , s), (x' , y, z) durch 

fos-' >J, »') 

\x,y,zY y'{n,...lx,y',zY 

oder durch 

- 1 > 'J~Y ‘■ll. 

y'{n , \x , y , zY yln .\x' , y , z )’ 
ausgedrückt wird; alsdann ist durch die früher begründete 
Pelation 

01 I-» 02 

ros~' res ~ — - = c«.t“'”- , 

//(XI /Zu / II/ 22 / (Ml// 22 

für drei Punkte derselben geraden Linie P, P', P " die fun- 
damentale Gleichung 

nist. (P, /'■) -I- Pisi. (/>', P") = Ihsl. (f, P") 
wieder erfüllt. 
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In gleicher Weise ist die Gleichung des Kreises in 
Liniencoordinuteu l'iir r[ , i) als Achse der Einschreibung 

(51, ... li, n, j)’ (51, ... U', V, £?*'»’«- 1 ('ii, - U V, tu, v', £') i’=o 

oder 

(51,... 5‘,,,,£)*('Ji,... U, n, 

— n(a,... iri t'—n't, ti—t'i, £ v'—i'v)' = o 

und folgt daraus für die Distanze der Linien (£, t/, £) und 

(s , V, t') 

^ (?( t') 

^^(51, ... B . u, V, n* 

oder das Gleichbedeutende 

/(^,---ii,v,tr/(iiy--u,v,ty' 

Aus der ersten Formel jeder Reihe leitet man endlich 
für die Distanz eines Punktes (x, y, *) von der Linie (£', V, £ ) 
den Ausdruck ab 

- 1 _ (1'^ + v's + £'») 

‘ /(", ■■■u, », *)’y('^h---u,v',0'’ 

indem man entweder für x', y', »' 

5l^'+'.ö'V+'I3'£', etc. 
oder für ri, ^ die entsprechenden 

a X b"y + A't , etc. 
und für co,«~' immer */»“' einführt. 

Man kann annehinen — und es ist das der Fall 
ebener Systeme, — dass der absolute Kegelschnitt 
in ein Paar von Punkten degeneriere; alsdann ist 
ihre Verbindungslinie eine absolute Gerade, die als doppelt 
anzHsehen ist. Jeder Punkt bestimmt alsdann mit dem ab- 
soluten Paar zwei gerade Linien, welche in Bezug auf ihn 
als Träger eines Strahlbüschels das absolute Elementenpaar 
bilden. Die Theorie der Distanzen von Strahlen 
durch einen Punkt ist daher genau dieselbe, wie 
die im allgemeinen Falle dargelegte. 

Aber eine beliebige Gerade hat mit der absoluten Linie 
ein Paar zusainmenfallender Punkto gemein, und wenn 
also eine solche Gerade als Träger einer Punkt- 
reihe betrachtet wird, so ist die Theorie der 
Distanz für diePunkte derselben nicht die allge- 
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meine Theorie, sondern es wenden sich die For- 
meln Hilf dieselbe an, welche für den specie llen 
Fall vorher entwickelt wurden, wo das absolute 
Paar von Elementen in ein I ) o j) p e 1 e 1 e in e n t z u s a m - 
menfällt. Mau kann nicht ebenso wie vorher die Distanzen 
von Punkten in verschiedenen Linien vergleichen, weil der 
Quadrant als eine Einheit der Distanz in diesem Falle nicht 
existiert. Die Distanz zweier Punkte kann mit der Distanz 
zweier Linien in keiner Weise verglichen werden; die 
Distanz eines Punktes von einer Linie kann nur als Ent- 
fernung zweier Punkte bestimmt werden. Die Vergleichung 
muss mit Hilfe des Kreises vollzogen worden, eines Kegel- 
schnitts nämlich, welcher durch die zwei Punkte geht, die 
den absoluten Kegelschnitt repräsentieren; der Durchschnitts- 
puiikt der Tangenten des Kreises in densidben, oder der in 
Pezug auf ihn genommene Pol der absoluten Linie ist das 
Cemruni und die absolute Linie selbst die Achse der Ein- 
schreibung des Kreises. Durch die vorausgesetzte 
Eigenschaft des Kreises nun, nach wc'lcher alle 
seine Punkte gleichweit vom Centrum entfernt 
sind, wird man in den Stand gesetzt, Distanzen 
in verschiedenen Linien zu vergleichen. Die Con- 
struction des Euklid, um durch einen Punkt .1 eine Linie 
A l) von gleicher Länge mit der gegebenen begrenzten Linie 
nC /Ai zielum, nach welcher man die gerade Linie .1 W zieht, 
über ihr das gleichseitige Dreieck A II U construiert, dessen 
Seiten DA und DB über A luid II hinaus nach K und F ver- 
längert, um nun von B ans mit dem Halbmesser BC diese 
Länge in BO auf HF und darnach von D aus die Länge DV 
auf DE in DL zu tragen, so dass AI:=BC ist — diese Con- 
stmetion gilt nach den hier gemachten V^oraussetzungen und 
eilaubt, die begrenzte Linie AD gleich der gegebenen be- 
grenzten Linie BC zu machen. 

Wegen der Unbestimmtheit der Längeneinheit für die 
Punkte der Linie ist aber eine Vergleichung der Distanzen 
von Punkten mit den Distanzen von Linien nicht möglich. 

Die Distanz eines Punktes von einer Linie 
kann dagegen mit der Distanz zweier Punkte verglichen 
werden, wenn man als eine Detinition der ersteren Distanz 
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f'estfitollt, das» sie die Distanz des Punktes von dein 
Pu n k te der Li n ie sei, in w eie hem dieselbe von der 
zu ihr reetangulären Linie geschnitten wird, wel- 
che durch den Punkt geht. 

Sind allgemein (;»,</, r) und (/'o, r„) die Coordinatmi 

der zwei Punkte, in welche der absolute Kegelschnitt dege- 
neriert gedacht ist, so ist die Gleichung dieses letzteren in 
Liniencoordinaten 


2 + <!‘n + '■?’! (Po« + + '‘ot) = <•; 

also ist . 

2 ^r=2 vVo; 'H" — 2rr„, 

= + i^''= + /'„■/; 

es ist ferner 

/t = (i 


und 


oder 


X , y , ^ ' 

D{a, a ,a",b,b',h"\x,y,iY= p , </ , r =0, 

: Po, Vo- '■o 


' ^ > * I 

' p , q, r 1=0 

Po t Vw? ^0 

die Gleichung der absoluten Linie. 

Der Ausdruck für die Distanz der zwei Punkte (x, ,j, i), 
(x'j y, *') ist als Rogen eines verschwindenden sinus ge- 
geben; indem man den Rogen auf seinen sinus reduciert 
und den verschwindenden Factor unterdrückt, resultiert der 
Ausdruck 


a; , 

j/|2 X, 
P , 

y , * 
y, »' 

9, »• 

' X , ij % 

\ f » » I , 

• ^ , y , 

i Po, 9o, '’o 1 

' X , 

y, » 

y , »' 

P , 

V , r 

• \ P , 9 , 

; Po, 

9o, ’’o 

1 9o, ^0 


Der Ausdruck für die Distanz der beiden Geraden 

ii', n, 0 i»* 

ro, - 1 (j> oi'+<loV+’'oO + (pg'+ r^) (M + ?„»r+ r„!;) 

oder auch 
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1 (y«~ v/i (vi'~ ''oP) + (j’'/ o— /*u?) {^y— ^'v) 

/ 2 (ii; 5 +vi)+rf) (fi+J„r,+r,{) ^2 (/<^+(/i)'+ri;') (/»„?'+</„»/'+'■„{'} 

Man findet endlich den Ausdruck der Distanz des 
Punktes (x, y, i) von der Linie ( 5 ’, tj', f'), indem man den 
Bogen auf seinen siuus reduciert und den verschwindenden 
Factor unterdrückt, 

+ ri'p + t* 

K* (/» l'+ ? V+ t') iPe J'+ 9on+ '■«?')■ 

P . ? > »• 

Pol 9o^ r# 

Durch die speciellc Annahme 
pz=\, q=i, r=0; P„=J, q^= — i, r„=0 (i = ;/rTi) 
wird die Gleichung des absoluten Kegelschnitts in Linien 
coordinaten 

r+t?*=o, 

oder was dasselbe ist, der absolute Kegelschnitt wird von 
den zwei Punkten gebildet, in welchen die Linie 

» = 0 

das Linienpaar 

X* + y’ = 0 

durchschneidet, welches Letztere, als durch die Punkte, des 
absoluten Kegelschnitts gehend, nach der Definition ein 
Kreis ist, nämlich ein Kreis vom Radius Null, ein unendlich 
kleiner Kreis. 

Wenn die Coordinatc » = I gesetzt wird, so bestiimnt 
die vorhergehende Festsetzung über die Coordinaten der 
Punkte des absoluten Kegelschnitts die Proportionen 

x:y:l=:l; t;0, 

X : y: 1 = 1: — « : 0 ; 

d. h. die Werthe von x und y sind unendlich und erfüllen 
die Bedingung 

*’ + y’=o, 

oder der absolute Kegelschnitt besteht aus den 
Punkten, in welchen Aie unendlich entfernte ge- 
rade Linie von dem unendlich kleinen Kreise 
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= 0 

geschnitten wird, den imaginären unendlich ent- 
fernten Kreispunkten. 

Dann speeialisieren sich die allgemeineren Formeln des 
Vorigen in folgender Weise. 

Die Distanz der Punkte (x, y) und [x', y) ist 

die Distanz der Linien (|, J) und (|', t/, f') ist 
+ VV 

oder • T 

,• -I IV— I'»/ 

welches auch geschrieben werden kann 

= tan-^— —tan-' 

V V 

Der Ausdruck der Entfernung des Punktes (x,y) von 
der Linie (|', t/', J') wird endlich 

(f+y’y+^ 

man erhält also die Formeln der analytischen 
Planimetrie filr rectanguläre Ooordinaten y 
wieder. 

Die allgemeinen Formeln erfahren keine wesentliche 
Veränderung, sie vereinfachen sich aber sehr, wenn man 
für die Gleichung des absoluten Kegelschnitts in Punkt- 
coordinaten 

^ + s’ = 0, 

oder, was dasselbe ist, in Liniencoordinaten 
I* -t- .j’ -1- J* = 0 

wählt. Man erhält dann nämlich für die Distanz der Punkte 
(^1 y» *) (®'i y, «') den Ausdruck 

für die Distanz der Linien O den analogen 

„„,-1 + ... 

15 *» 
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und für die des Punktes (x, y, s) von der Linie j') 

+ ny + 

y^+y^+z' j/r* +,,'•+ r'« ■ 

Wenn endlich (x, y, z) rectunffuläre Punkteoordinaten 
im Raum sind, die der Gleichunf; 

x’ + y* + *’ = 1 

genügen, so liegt der Punkt (.r, y, i) auf der Oberfläche 
einer Kugel und indem die letzterwähnten Gleichungen 
(ieltung behalten, hat man zu beachten, dass 
+ tjy + fs = 0 

einen grössten Kreis der Kugel darstcllt; man darf, weil 
nur die Verhältnisse von rj, J in die Formeln eingehen, 
auch 

? + n’ + = 1 

setzen. Dann gelten die Formeln für ein System sphä- 
rischer Geometrie; der absolute Kegelschnitt ist 
der sphärische Kegelschnitt, in welchem die Ku- 
gel von dem concentrischen Kegel oder der con- 
centrischen verschwindenden Kugel 
X* -I- y* -h *• = 0 

geschnitten wird. Durch diesen Umstand unterscheidet 
sich die Geometrie der Kugel von der der Ebene; der abso- 
lute Kegelschnitt ist bei ihr ein wirklicher Kegelschnitt, für 
die Geometrie der Ebene degeneriert er in ein Punktepaar 
und die Theorie der Distanz ist nicht die allgemeine in 
allen ihren Theilen. Darum ist die Dualität der Theo- 
reme eine vollständige für die Geometrie derKu- 
gcl und eine von vielen Besonderheiten gestörte 
und complicierte für die der Ebene. 

So entspringt die Geometrie des Jlaasses als ein Thcil 
der allgemeinen Lehre, die man als die descriptive Geo- 
metrie bezeichnen darf, wenn man von der engeren Be- 
ziehung dieses Ausdrucks auf die sichtbare Darstellung 
einen Augenblick absieht; die Theorie eines geometri- 
schen Systems wird zurLehre von den metrischen 
Relationen innerhalb desselben, wenn man einen 
Kegelschnitt des Systems als Einheit und Maass 
für alle räumlichen Verhältnisse unter seinen 
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Bestandtheilen auffasst und ihn als unabhängig, 
als absolut bezeichnet. 

Man sieht, die Theorie der metrischen Relationen er- 
fordert, um vollständig nach ihren Grundbegriffen dargelegt 
zu werden, die Betrachtung zusammengesetzter Gebilde, 
mindestens der der zweiten Stufe. Auf die letzteren sollte 
an dieser Stelle eben nur in dieser einen Beziehung einge- 
gangen werden. 
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